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DEVELOPPEMENTS 
GÉOMÉTRIE, 

Avec des Applications à la stabilité des Vaisseaux, aux Déblais et Remblais, 
au Défilement, àTOptique, etc.; 

OUVRAGE APPROUVÉ PAR L'INSTITUT DE FRANCE, 
POUR FAIBE SUITE 

A LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



A LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DE M. MONGE: 

Par CH. DÙPIN , Membre de rAcadémùIonùnae, Associé étnmga- de Plnttitut 
royal de îi aptes , des Académies des Sciences de T^irin, Mon^llier,etc.; Correspondant 
de la première Classede rinstitutde France, Capitaine du Génie maritime. Membre 
de la Légion-d'Bomteur. 



THÉORIE. 



PARIS, 

M" V* COURCIER,, Imprimeur-Libraire pour les Mathématiqoes, 
- quai des Augustins, n" 57. 

i8i3. 
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A M. MÔNGE, 

MEMBRE DE L'INSTITDT, 

CH. DUPIN. 



Mon illustre haIire, 



Je ixiua âédie mon premier Ouvrage dan» un genre où 
je dois toutxt vos leçons ; vos encouragements m'ont engagé 
dans la carrière aplanie par vos travatut; vos avis, vos 
suffrages ont soutenu mes premiers pas , et /ai pensé 
qu'avoir obtenu de vos mains laplus single palme, c'était 
avoir remporté déjà un noble prix. 

a 
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Dans les Irop îoTigues années qu^ il m* a fallu passer en 
des contrées presque hûrbares , et si loin de mon pays , après 
ce qui tient aux affectior^ de la nature , ce que je regrettais 
le plus i c'était F amitié de ces hommes illustres, dont les 
précep^ bieTweiUanis m* élevaient au-dessus de moi-même, 
et dont laprésence étaUpour mon courage un aiguilhn qui, 
chaque jour, ranimaitmes forces facilement épuisées. 

Cependant, mizlgrérimmenseintervalle qui nous séparait, 
j'étais encore en présence de vous et de vos pairs; je char- 
mais ma solitude en vous soumetktnt en idée mes travaux; je 
songeais à ce qu'ils devaient être pour mériter V approbation 
de sanblahles juges , et , plein d^une ardeur toujours 
nouvelle, j'espérais gue-U Umps et la répétition contmue des 
mêmes ^orts, rendraient enfin mesjm&lea ebuuu?ic^ moins 
indigTies de vous être présentées. 

Vous m'apprendrez si mes vœux et mes espérances n'étaient 
pas seulement une hmrmtse chimère , ou si les owdèles qui 
fixaient incessamînent mes^i^egards, tt'otùpas' rehaussé quel- 
ques traits de ces copies, ou de ces imitations. Que si votre 
r^nse et dès-lors la décision du public ne m'ékàent pas 
entièrement d^avorahles , c'est à vous-même que j'en rappor- 
ierais Vhonnew; et je vous dirais, comme cet ancien à son 
mécène et son ami, 

Quod spiro eVplaceo, à placeo, tuum est. 
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PRÉFACE. 

QuoiQusCet ouvrage, divisé pâi* MéiHoirea, semUe âbaoïuîer 
j^utôt des rechen^s scieiitlfi<|tie8 qu'un Traité élémentaire, 
cependant c'est un Trxdté élémenkùré sur la courbure des 
surfaces. Nous avons mieuï ftiffîé dévdt^per plus lotiguo' 
ment beaucoup dje parties, pour leur dotiner.jiStas de clarté. 
Le mérite de nos résultats en sera moins saillant. Mais notre' 
médipde est plus utile ; et si nous reudons quelque service 
aux hommes à qui cet écrit est q>écialement destiné , ânS' 

Ingénieurs, nous aurons atteint t iutro b wi 

^ Les ]M^gr^ de la science ne sont ^aimeitt fructueux, que- 
quand ils amènent aussi le progrès des Traités élémentaires; 
(^est ^ ces écritd que les conceptions nouvelles, réservées 
d'a^rd au petit nombre des esprits siip^ienrs, deviennent' 
enfin des connaissaiioes générales, et ramifient leurs InenÊùts 
dans toutes les parties qui n'attendent qu'une application 
mtelligente. 

Présentons rapidement quelque» aperçus nécessaires à 
saisir pour bien entres* dans Tesprit ^ cet ouvrag^. 

Les recherches qui foUt l'objet de ces Mémoires ont ét^ 
commencées en i8oô, et contËauéeseniSo6«t 1807. Plusieurs 
des riéaultats auxquels dles ont èonduît leur auttiur se trouvent 
consignés dans la Correspondance poljteehiiique. Quelque» 
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liij PRÉFACE, 

«avans en ont donné ensuite des démonstrations très-dignes 

d'être étudiées , et pareillement consignées dans cet écrit 

périodique. 

Long-temps après, lorsque l'auteur «ut oonça l'idée de 
rendre son ouvrage de quelque utilité pour les élève» de 
l'École Polytechnique, ou dés corps du Génie , il l'a recom- 
mencé entièrement, en cherchant à mettre plus d'ordre dans 
sa marche , et plus de simplicité dans un sujet toujours assez 
compliqué par Ini-méme. 

Le principal objet de ces Mémoires est de développer la 
Aéorie de la courbure des surfaces, et de montrer à la fois 
par des applications nombreuses, prises dans les travaux de* 
Services Publics, etl'utilité dont peut être cette même théorie, 
et les moyens généraux de s'en servir. 
, .On a donc divisé cet ouvrage en deux par:ties, la .tkéorie> 
et les applications. Cinq Mi^moires sont consacrés à lathéorie,> 
les trois prfxniers traitent de la courbure des sur&ces consi- 
dérée à partir d'un point unique, les deux autres considèrent 
cette courbure sur toute l'étendue des surfaces. Cette première; 
partiequeno^spublionsaujourd'huiformeunouvragecomplet. 

On a constavuneut séparé les deux méthodes de la Géo-, 
métrie pure ou Tationnelle et de la Géométrie analytique; 
chacune d'elles pent parvenir aux mêmes résultats par le» 
moyens qui lui sont j^opres; chacune a ses inconvénients. 
et ses avantages : il fitut connaStre les uns et les autres pour 
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PRÉFACE. ix 

imicédet dans tons les cas à la recherche de la vérité, par la 
voie la plus convenable. 

Et d'ailleurs, si dans Tétat actuel de la science > la Géométrie 
analytique semble avoir acquis .ime supériorité incontestable 
sur la Géométrie rationnelle, par la facilité et, en génial/ 
la rapidité de ses opérations; les considératidns de cette der- 
nière méthode ne sont pas moins nécessaires à quiconque veut 
descendre , des généraUtés de la science , aux applications 
usuelles .des arts dont les travaux sont soumis à des lois 
mathématiques. Cette Géométrie est donc indispensable à 
tout Ingénieur. ^ 

. Voilà pourquoi dans le pr^saiw MénuMEo-at dans le quat- 
trième, avant de passer à la théorie analytique de la courburo 
des surfaces considérée d'abord à partir d'un seul point , et 
après sur toute Tétoidue de ces surfaces , on a présenté par 
la simple Géoniétrie, tous les principes àNixqnels l'analyse a dû 
conduireensuite. Nous suivrons constamment cette méthode. 

Nous conseillerons donc à tous ceux qui se destinent aux 
Services FubUcs, de ne pas. Se borner aux méthodes analyti-; 
ques, sans crt^ndre par là de faire un doublé emploi die leur 
temps en parvoiant deux fpis aux mêmes résultats par deux 
routes diffêrentes. Mais peut-^lre les analystes , beaucoup 
plus femiliera avec les calculs qu'avec les considérations 
géométriques, feront -ils bien de commencer par lire les 
Mémoires d'analyse appliquée, dont on a, poiu^cette raison , 
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%. VUtTACES 

rendu la lecUiré md^ndante -dés Mémoires de GéométrÎQ 
pure. ' 

' La seconde partie est compoaée de quatre Mémoires : ce 
«ont des applications des princij^ posés dans la jffemière 
partie: 

- D'a7)ord aux méthodes de la Géométrie descriptive , dans 
les questions où. il s*agit de déterminer des grandeurs gra^ 
phiquesqui dépendent d'éléments du second ordre, c*est4-dire> 
d'éléments dé la courbure des ligiœs et des surfaces. 

Ensuite à la stabilité des vaisseaux et à l'équilibre des 
corps 6ottants , en général, qu'on ramène^es considérations 
purement géométriques , au moyen d^ proiviétés des œutres 
de courbure des snr&ces. 

Troisièmement à la question des déldais et remblais déjà 
traitée par Monge,. mais dans le cas seulement où les routea 
doivent être constamment rectilignes : nous avons supposé 
les routes tracées sur àea sur&ces qu^cooques, et cherché 
les lois qu'elles doivent suivre dans cette hypothèse, qui est 
à proprement parler le cas de 'la nature. 
' Enfin à Poptiqùe , en faisant voir que la démonstration 
des beaux prîndpes découverts par Malus sur les aur&oes 
formées par les rayons réfléchis et réfractés, sur les lieux 
des images, etc. , peut se déduire immédiatement des prin- 
eipea exposés dans la première'partie de ces Déveloj^ments. 

Peut-être aussi joind^ns^oous à ces divers sujets une 
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PRÉFACE. x) 

«xpositioii des principales méthodes qui constitnenl la ^técH-ie 
du D^lement Alors les Ingénieurs trouveraient réunis dans 
un seul Tolnme, les applications les plus importantes que 
la Géométrie fbumit aux travaux qu'ils dirigent. 

Tel est le cadre dans lequel est circonscrit cet ouvrage. 

Sites circonstances nous p^nnetteat "de recueillir lesma- 
témux^Knotts desirons , nous ferons pr^cédw la seconde 
;)arti&p«r pn Précis liistorique des travaux &its en Géom^rie 
par les anciens élèves de TÉcole PoljtM^oiqiie; Déjà plusieurs 
de ces élèves ont péri^laLiradition de ce qui leur tqipartient 
dans le perfectionnement d.e la science se perd de jour en jour; 
et d'autres qu^eux, peut-être « reoneiUemientiiijusteiuent le 
fruit de leurs veilles. TfoUs nom croirodos trop heureux si âoiis 
parvenons à rendre aux hommes qui ne sont plus , comme 
aux hommes qui sont encore , la justice qui leur est due. 

Avant de terminer ces notions préliminaires, nous croyons 
devoir témoigivr toute notre reconnaissance aux Géomètres 
qui ont bien voulu nous accorder leurs conseils et quelquefois 
leurs encouragements, à Camot, ce grand homme qu'il suffit 
de nommer, aux savants d'Italie et surtout à Paoli , qui noua 
ont éclairé sans paraître mettre de prix à leurs lumières, et qui 
croient que les beaux talents ne sont pas départis aux hommes 
supérieurs pour en accabler les hommes moins favorisés de 
la nature, mais pour leur faciliter une route toujours trop 
hérissée d'obstacles. • 
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xij PRÉFACE. 

Enfin nous h*oublierons pas' non plus nos ancienis cama- 
rades de rÉcoIe Polytechnique, noschers'amis Augb^t^*'èt 
Marestier ^^^, qui ont bien voulu relire nos manuscrits , en 
relever les inexactitudes, et noua faire retoucher les uaâsages 
écrits d'une manière obscure ou peu rigouretise. Loin de rougir 
4e semblables services, nous éprouvons un vryi plaisir à 
les :Kure connfdtrè, et nous voudrions que cet exemple, plui 
généralement suivi, rendit aussi lès vrais aristarques et plus 
&cilès et plus owamims. 



CO Capitaine ao Corpt da Génie militaire et l'im des foudateun de l'AcadJini» 
Iniiftniiiii 

c**i tngiiueni de la Uarioe firançaise i asxàm. Qief de Dirîsioii de l'École Foly-^ 
techni^ie. . , 
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INSTITUT DE FRANCE. 

CLASSE DES SCIENCES PHYSIQUES ET MATHÉMATIQUES, 



RAPPORT 

FAIT PAR UNE COMMISSION 

COMPOSÉE 

DE MM. CARNOT, MONGE ET POISSON. 

sua ijTtï TBOIS PBKMIERS MÉMOIRES 

DE GÉOMÉTRIE ET D'ANALYSE 

Présentés par Ch. DUPIN, dans la Séance du i4 décembre iSif. 



JM. DupiN se propose de publier un ouvrage qui aura pour 

Jitre : J>éVELOPPEMBNTS DB GéOMérRIE RATIONNELIiE ET 

ANALYTIQUE, J30z/r«c/vir(fe stùie aux Traités de Géométrie 
Descriptive et de Géoméùie AncÛff tique de M. Monqe, 

Cet ouvrage sera le recueil de' plusieurs Mémoires que 
l'auteur a composés sur. des questions purement théoriques; 
et sur d;autres problèmes qui trouvent des applications utîléd 
dans les arts, et particulièrement dans le service des IngéV 
aicura. Avant-de le faire paraître, il désire que les différentes 

b 
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parties de aoQ traysçà soient soumises au jugement de la Classe 
à laquelle il a présenté^ dans une de ses dernières séances, 
trois de ses Mémoires qu'elle a renvoyés à notre examen. 
Les questions qu'il y a traitées, sont relatives aux courbures 
des surfaces. Son çbjet principal est de rer^e çeUe théorie 
plus élémentaire , et surtout d'un usage plus facile dans les 
nombreuses applications dont elle est susceptible. Ce qu'il 
importe en effet, dans les arts, c'est de pouvoir ramener la 
solution dès problèmes à des constructions graphiques faciles 
& exécuter, et c'est en cela que les procédés simples et uni- 
formes de la Géométrie Descriptive sont d'une si grande 
utilité à touteé les classes dlngénjéurs. 

Dans le premier de oe» trois Mémoires, M. Duptn rappelle 
tous les théorèmes connus sur la courbuic Aca surfaces, et 
sur les contacts du second ordre. Il parvient à les démontrer 
par des considérations géométriques, et sans aucun calcul. 
Il y ftjoata «isuite d'autres théorèmes qu'il a d6x)uverl3 , 
et qui sont pour la plupart remarquables par la simplicité de 
leurs énoncés. 

Lea cercles osculateurs de toutes les sections normales que 
l'on peut faire ei^ iw point donné sur une sur&ce, dbt leurs 
centres «uf K Dorm^ ^ ce point ; mais comme leurs rayons 
sont en. géné^d itiiégaux> et quelque^» tournés en sens ep-, 
posés, il s'ensuit qu'ils ne peuvent pas- appar^iir tons à 
une même sf^èrej mais on sait par l'analyse, et M. Dupin 
démontre sinthétiquement que tous ces cercles sont toujours 
osculateurs des sections normales d'un même ellipsoïde, ou 
plus .çéaéraloiueat 4'uït^ . s\u'fàoe du second degré étmX us 
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DE X'INSTÎTUT. xv 

des axes coïncidjB avec U normale au poiiit donné. Cet ellip- 
soïde' est oscillateur de la surface donnée dans tous les sens 
autour du point du contact; et pour déterminer Ja courbure 
de cette surface , il suffit de considérer celle de rellipaoïde à 
son sommet. Ainsi dans une surface. quelconque, comme au 
sommet d'un ellipsoïde, les directions de la plils petite et 
de la plus grai^de courbure, à partir d'un même point , sont 
à angle droit. Ce soirt les seul^w directions suivant liesquelles 
lès normales consécutives puissent se couper, d'où il résulté 
les diverses propriétés des lignes de plus grande et de moindre 
courbure que l'un de nous ( M. Monge ) a le premier fait 
connaître j. et enfin Ton en peut aussi conclure le beau théo- 
rème d^EuIer, d'après lequel les courbures de toutes les sections 
nornlares autour d'uo->»Ame point, se déduisent facilement ' 
des d!eux courbures. principales. 

M. t)upin considère, en particulier, les surfaces du second 
degré" qui ont un centre. Il donne une construction simple 
et facile à exécuter, pour déterminer en dbacun de leufS 
points, les directions et les grandeurs des deux courbures 
principfdes, et généralement de toutes les autres sections 
normales. . . . 

..Rçyeimifteasuït^ à.lathéorie générale, des .courbures, H 
démcHUre nn théorème dont l'énoncé est assez compliqué, 
mais dont il tire deux conséquences importantes. . 

Il en condut d'abord que si deux surfaces se touchent dans 
toute retendue d'une Jîgne courbe , totftpfen tailgént à *ette 
ligne coupera les surfaces, suivant deux courbes qui auront 
entre elles un contact d'un çrdre ùrmié<U»^mi*£^»:pèF\9^'k 
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celui de ces surface (*). Lorsque, par «xemple, tU cane em- 
brasse uue sphère, il a avec elle, dans toute l'étendue d'un 
petit cercle , un contact du premier ordre. Or, tout plan mené 
par une tangente à ce cercle^ coupera le cône et la sphère, 
suivant deux courbes qui se toucheront au second ordr^; 
de sorte que la section de la sphère sera le cercle osculateur 
de la section conique. 

La seconde conséquence qi^ M. Dupin déduit de son théo- 
rie, c'est que si deux surfaces ont un plan tangent commun 
en un point > et que deux sj^tions faites par un plan normal 
passent par une droite tracée sur ce plan tangent; ces sections 
ayant entr'elles un contact du second ordre , il en sera de 
même par rapport à toutes les sections obliques faitesi par des 
plans passant par. la même droite; il en jésuite donc que la 
sphère qui contient le cercle osculateur d'une Mx;iiuu normale . 
faîte dans une surface quiconque, contient aussi les cercles 
des sections obliques faites par des plans qui passçnt par la 
même tangente, ou autrement dit, si un plan toui:ne 'autour 
d*une droite tracée sur le plan tangent à une surfai», toutes 
les courbes suivant lesquelles il coupera cette surface , auront 
leurs cercles de courbure sur une même sphère. Le dtéorême 
qui lie les courbures deis sections obliques à celles des sections 
normales est Hû à Meusniei* ; en le joignant à celui d'£jider 4ue 
nous avons cité, il en résulte que les courbures de toutes les 
lignes que l'on peut faire passer sur une même surface, et 

■ C*) Dèpnù la rédaction de ce Kapport , l'Auteur a fait voir qne le rappcocbement 
de ces deux sections n'était pu seulement d'un ordH immédiatement supérieur à 
pelui des deux snrfaces , mais immédiatement supérieur au dooble de cet (ndre. . 
(Yojes le ânp|dément an second Uémoire, page.aaG et nÙTaidW;) 
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par un nlâme point , sont liées entr'elles , de manière que 
la plus grande et la plus petite étant connues en grandeur et 
en direction , toutes les autres s'ensuivent. 

Il noua reste à parler de la partie de son travail à lac[aelle 
M. Dupin attache le plus d'intérêt^ et qu'il appelle la théorie 
des tangentes conjuguées. Pour concevoir ce qu'il entend 
par cette dénomination, supposons qu'une surface soit donnée 
et qu'on lui circonscrive une surface développahle qui la 
louchera dans toute l'étendue d'une ligne courbe : la tangeiite 
à cette ligne, en un point donné, et l'arête de la surface dé- 
Teloppafole qui passe par ce point sont ce qu« M. Dupin 
appelle deux tangentes conjuguées. Relativement à chaque 
point donné sur la surface, il existe évidemment une inBnité ■ 
* de système,') de jtAmKIablos tangentes j tous ces systèmes jouissent 
de propriétés curieuses qui n'avaient point encore été remar- 
quées, et dont voici les prificipales. 

; 1°. Deux tangentes conjuguées sont réciproques l'une de 
l'autre, c'est-à-dire, que si l'arête d'une première surface 
-développahle est tangente à la ligne de contact d'une seconde 
surÊLce de la même espèce , réciproquement la tangente à 
4a première ligné de contact sera l'arête de la seconde surface. 
11°. On peut toujours tracer dans le plan tangient, en 
un point donné , une section conique qui ait ce point pour 
centre, et donlleSsystêmesde diamètres cdnjiigués représente- 
3r6nt en direction tous les systèmes de tangentes conjuguées. 
"M. Dupin nomme cette courbe, Vindicatrice, parce qu'en effet 
à preuve qu'elle indique, par sa nature , le sens des deux cour- 
bure» principales de la surface, en chacun de ses points. 
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1 IIÏ^, tice deux Axes de Tindicatrioe ou lestangentes conja"* 
guée» rectangulaires, sont tangentes aux lignes de plus grande 
et de moindre courbure. 

IV", Pour un même point d'une surBtee donnée, le rayon 
de courbure de chaque section normale est proportionnel au 
quarré du diamètre de l'indicatrice qui se trouve dans le plan 
de cette section , d'où il suit que selon que l'indicatrice est 
vna ellipse ou une hyperbole, la somme ou j!a différence 
des rayons de courbure des sections qui répondait à deux 
tangentes conjuguées, est une quantité constante égale ^ là 
somme on 4 la différence des deux rayons principaux. L*un 
.de ces deux rayons devient infini, et la courbure disparaît 
dans un s^Sj lorsque l'indicatrice se change en une parabole; 
ce qui arrive, par exemple, en tous les points des surfacea 
développables. 

Dans le second et le troisième Mémoire, M. Dupin ap- 
plique l'analyse aux questions qu'il a traitées dans le premier j • 
et, par aoa. moyen, il développe sous un nouveau jour les 
démonstrations de plusieurs des propositions précédentes. Il 
forme l'équation de l'indicatrice pour un point quelconque 
d'une suriace donnée; quand cette courbe est une ellipse^ 
les deux courbures de la sur&ce au point que l'on considère, 
.«ont tournées dans le même sens ; elles sont tournées en sens 
opposés, lorsque l'indicatrice est une hyperbole; et de cette 
manière, l'examen des diverses inflexions que la surface peut 
éprouver, par rapport au sens de ses courbures, se trouve 
ramené à la discussion &>rt^imple des courbes dn second degré. 
Dans lecasderiadicatrice hyperbolique^ l'angle des asymptotes 
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Ait connaître le rappcHt des deux courbures principales. H 
est droit et rindicatrice est une hjperbole équilatère en tons 
les points de la surface dont l'aire est un mimmutn entre des 
limites données ; x^ar on sait que cette surface jouit de la pro- 
prîétié d'avoir^ en chacun de ses points^ ses deux rayons de 
courbure principaux, égaux et dirigés ea sçns contraires. 
On sait aussi que ai une surface du second degré peut être en-^ 
gendrée par une ligne drtKle^elle est susceptible d^une seconde 
génération semblable , et qu'il y a toujours deux génératriors 
qui se croisent en chaque point. Or, M. Dupin prouve que 
ces deux droites sont les asymptotes de Tindicatrice; d'où 
il condut qne sur un hyperboloïde à une nappe et sur un paro- 
boloïde hyperbolique , les directions de la plus grande et de la 
moindre courbure en un point quelconque, partagent eu 
deux parties égales l'angle des deux génératrices et son supplé- 
ment j car c'est en effet la propriété des axes de l'hyperbole 
par rapport à ses asymptotes. 

La plus grande partie du troisième Mémoire est employée 
k la détermination des points dans lesquels l'indicatrice est un 
cercle , et où par conséquent les courbures de toutes les 
sections normales skuoX égales. Ces points remarquables ont 
déjà été considérés par l'un de nous (M. Monge) qui les a 
nommés des ombilics. Relativement à un point de cette es- 
pèce, l'équation des lignes de courbure devient identique, et 
leur direction semble d'abord devoir être indéterminée : c'est 
ce' qui arrive effectivement en certains points comme aux 
sommets des surfeces de révolution. Mais M, Dupin fait voir 
qu'il y a d'autres ombilics par lesquels il ne passe qu'une ou 
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trois lignes de courbure , dont les dii'ectioDs sont déterminées, 
et il donne la raison de cette espèce de paradoxe. - 

Les recherches que nous venons d'exposer prouvent qu'au 
niilieu des travaux dont il a été chargé , M. Dupin n'a pas 
perdu de vue les objets de ses premières études. Elles font 
désirer qu'un Ingénieur qui réunit des connaissances si 
étendues en géométrie et en analyse, publie bientôt l'ouvrage 
dans lequel il se propose de le^appliquer à des questions de 
pratique et d'utilité publique. Nous .pensons que ses trois 
Mémoires sont très -dignes de l'approbation de la Classe, 
et nous proposerions de les insérer dans le Mecueil des Savons 
EtroTjgers, si l'auteur né les avait destinés lui-même à un 
Autre usage. 

Signé, les commissairev 

Carnot, Monge, et Poisson, rapporteur. 

La Classe approuve le rapport et en adopte les conclusions. 
a8 Décembre i8ia. 

Certifié conforme & l'original. 
Jje secr&xâre perpétuel i 

I)£LAHBR£.. 
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GÉOMÉTRIE PURE. 
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œNSIDÉBATIONS PRÉLIMINAIRES. 



Oi pour connaître ta nature des diverses sur&ces qu'il est possible H^o<k idopi^e 
de conceTOir dans respace , on roulait examiner snccessiremeat 
et 8^>arément chacune d'elles j à peine, après ks plus longs traraus » 
une Êiible partie en aurait été parcourue , et il serait encore im- 
possiblede seKHiner une idée, même imparfaite, de leur ensemlde, 
et des propri^s de l'étendue en général. Mais si , portant moins 
l'attention sur les individus, pour n'envisager que les &miUes , on 
s'occupe seulement des genres qu'elles composent, des caractères 
qui les distinguent et des similitudes qui les unissent ; ou n'aura 
{dus à considérer une infimté de fi>nnes di£fêrentes , de propriétés 
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I" MÉMOIRE, particnlièrea et isolées. Plus les propriétés deTiennent générales, pin* 
elles soumettent de grandeurs à leurs lois , et plus aussi , dans 
leur développement, elles se réduisent à un petit nombre de prin- 
cipes remarquables et feciles à saisir. Ce sont autant de fils du vaste 
. réseaa dont s'enveloppe pour nous la ilature des choses, ef qui 
nous k; décèlent; son tissu devient d'autant plus sensible, que les 
fils dont il se forme nous semblent moins multipliés, parce que 
chacun d'eux se fu^loage plus au Icnn. Ainsi tel est l'avantage de 
cette manière d'envisager les surËtces, qu'en même temps que le» 
principes auxc^ek on s'élèvera s'agrandiront , leur nooibre dimi- 
nuera ietleur' ensemble deviendra dès-lors plus susceptible d'être 
«aisi par l'esprit , et retenu par la mémoire. Parmi toutes les divi- 
sions des formes de l'espace, nous devrons donc toujours préférer 
les plus générales. Far là nous donnerons à nos considérations et 
à nos résultats , le' plus d'étendue et de simplicité qu^ puissent 
obtenir. Suivant, en effet , que les géomètre» se sont plus ou moin» 
rapprochés de ces principes, dans la tnarche quils ont suivie, leur» 
méthodes ont été aussi plus ou moins avantageuses. 

Toutes les déterminations géométriques possibles se réduisent,, 
en dernière analyse , à des coi^gurations de sm&ces qui doivent 
remplir des conditions données j en employant pour cela certaines 
lignes déjà connues et déterminées. Aussi la génération des surfiico» 
e£t-elie une des branches de la science de l'étendue , dont on a le 
miens, senti l'importabce , et dont on s'est le plus occupé. Pour 
mettre de l'ordre dans les recherches qu'on afeites à ce sujet, 
et les feciliter par la méthode , on a réuni dans une seule et même 
famille , toutes les surfeces qu'on est parvenu à soumettre au même 
mode de description. Ensuite on a cherché à développer les pro- 
priétés inhérentes à ce mode commun ; elles ont présenté le carao-. 
tère du genre qu'on a formé. C'est ainsi qu'ont été analysées , 
classées et rendues plus utiles, toutes les surfeces dont l£S ibrmcs 
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Itotfô sont bflèrtes par la nature dans ses phénomènes , ou par les l" KfetoIBC. 
•ciences dans les combinaisons qui leur sont propres , ou par la 
société dans les usages de ses arts. Cependant, en suivant cette 
marche, chaque espèce ne comprend toujours 'qu'an nombre plus 
ou moins limité de sur&ces, et, moins leur nombre est limité, 
moins les déterminations qui leur sont communes embrassent 
d'éléments , moins elles présentent de résultats. 

Mais si considérant toutes les sur&ces en général , on étudie la 
forme qu'elles affectent en chacun de leurs points, et que, parmi 
toutes les formes possibles de l'étendue figurée , on choisisse tes 
plus élémentaires; afin de les poser, pour ainsi dire, sur celles 
qu'on examine, et d'apprécier ensuite leur rapprochement pour 
l'augmenter de plus en plus ; on lira , si je puis parler ainsi , dans 
la forme générale et indéterminée des sur&ces , tout ce qu'elle peut 
offrir de simple et de &dle ; on la décomposera dans ses dei^iers 
éléments, et en les réunissant successivement, on s'élercra enfin 
jusqu'à la anrfece même qu'on aura analysée; 

Ainsi, en superposant le plan aux surfeces , il leur sera tangent, et 
il donnera la" clef de toutes les propriétés des lignes et des sur&ces 
tangentes à d'autres surËices, des sur&ces enveloppées par simple 
attouchement , etc. j en un mot , la sui^ce du premier ôrdrtï fera 
connaître toutes les propriétés des contacts du premier ordre. 

On substituera ensuite la surlàce du second ordre à celle dti 
premier, c'est^-à-dire , au plan, et par son moyen, on connaîtra 
tout^ce qui peut âtre relatif aux contacts du second ordre ou à 
l'osculation des sur&ces et à leur courbure. 

Ou passerait de même aux contacts du troisième , du quatrième 
ordre, etc., en substituant aux surfitces comparatrices du premier 
ou Au second ordre , celles du troisième , du quatrième , etc. 

I)e cette manière, on rapportera au plan toutes les sur&ces, dans 
la forme qu'elles affectent à partir de chacun de leurs pointa; on 
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i« MÉMOIRE. les rapportera pareillement aux sur&c«8 du second «X'dre, du tin- 
sième ^ etc. A mesure que le degré de la surfece comparatrice s'éle- 
Tera , le rapprochement dont elle est susceptible s'accroîtra , et 
après avoir tiré de la primitive, au moyen des premiers rappro- 
chements , tout ce qu'elle tient dans sa forme des plus simples 
surËices , on finioi comme nous l'avons déjà avancé, par s'élever 
jusqu'à elle , et déterminer entièrement sa figure en chacun de 
ses points. 

On s'apercevra iàcilement , par ce que nous avons dit plus haut, 
con]i>îen cette méthode , comme la division ^i en résulte, Feno- 
porte sur la précédente dont elle fait même , à proprem^it parler, 
la bâsej combien elle dmt répandre d'intérêt et de clarté sur Ifi 
, science de retendue. Elle a été pour l'analyse des Ugnes courbes , 
celle de Descartes , de Newton , de Leïbaitz et de plusieurs autres 
hommes illustres. On Va étendue aux sur&ces pour beaucoup de 
cas ; on n'a presque rien laissé à dire sur lee conaidéxatioDS rela- 
tives aux contacts du plan et des surËices ; on a effleuré les con' 
tacts du second ordre ^ on n'a pas pensé aux ordres supérieurs. 

Nous avons cherché , dans ce Mémoire , à développer pour les 
contacts du second ordre , la méthode dont on vient de Ëiire 
connaître l'esprit. Nous nous sommes par conséquent, pour cela , 
constamment servi des suriàces du second ordre. Noua avons 
recherché celles de leurs propriétés qui appartienn^cit élément 
à toutes les sur&ces des autres genres, et nous avons principal 
lement eu pour but de donner le plus grand degré possib|e de 
généralité , aux ^ffîrents résultats que ces rapprochements nous ont 
£ùt découvrir. 

ïotioDi niT ir« CDD- Nous aDous d'abord prouver que toute surËice (S) est suscep- 
ttcw^dii P'^^tibled'avoh' en chacun de ses points [quine sont pas singuliers <*'], 

(■*) Voyez la note première , à la En du Mémoire. 
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mx plan td que , à partir du point d'application , toat antre ne i« m^cwe- 
puisse passer entre le premier et la surfitce ; et par conséquent , 
que tonte sur&ce est susceptible d'avoir un plan tangent en chacun 
de ses pointe : nous passerons ensuite aux tangences du second 
<Hrdre, ou aùs osculations. 

Concevons qne par le point P de la surface (S) , fîg. 1 , on mène 
une droite quelconque , et nn plan qui passant toujours par cette 
droite , prenne successivement toutes les positions dont il est 
ànsceptible avec cette condition. Dans chaque position , il coupera 
la suTÊice suivant une courbe qui aura pour tangente en P une 
certaine droite ou FT , ou P@, ou. . . . Nous supposerons que les 
diverses sections planes de la surÊice , ne puissent chacune avoir 
en P qu'une seule tangente, c'est-à-dire, en d'autres termes, 
qu'ayune des sections planes dé la surfece , n'ait en P de point 
multiple. 

Cela posé, Vensemble des tangentes aux diverses sections que 
nous avons considérées, formera une surÊice évidemment tan- 
l^te à k sqr&ce prim^ve. Exumoons ce que peut être cette 
nouvelle sor^e. Si par deux des tangentes FT, F6 dont elle se 
ccwipose , noos menons un j^aa (n) ; ou toute» les Mitres tangentes 
en P seront dans ce plan (rt) , ou seulement un noi]^i% détermine 
' FT, F@ , F9 , ebc. Mais si ce dernier cas pouvait av<âr lieu , le plan (n) 
couperait évidemment la sorfitce suivant une coorbe qui , ayant 
en P pluai^irs tan^ntes FT, P0 , PS ,. . . ., aurait en P un point 
liiultiple (hypothèse que nous avons cschw) : donc le {^an (n) 
que l'on considère , étant sii|^>osé passer par les deux tangentes 
FT, P0 , ce qui est évidemment toujours possible, il passe à la 
fois par toutes les autres tangentes. On doit voir maintenant , et 
sans ^'il soit n^tesaire de le démontrer plus amplement, que 
le plan (tl) , Ueu des tangentes , jouit des deux propriétés qui earac- 
iérisent la tangence : de passer par on i>oint de la sur&ce , et if élrc 
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i*> MÉMOIRE, tel, que tout autre plaa ne pourrait, à partir de ce potnt j arolr 
aucuDe de aes parties eutr'clle et lui. 

UimufdeiemippU- Si Ton considère sur une sur&ce quelconque et autour d'un âfi 
'*''™'' ses points P, un espace fort petit, ou un espace plus ëtendu «ir. 
nne sur&ce dont la courbure soit très-peu considérable , cette 
portion de la surÊtce dïffërera extrépitsment peu du plan qui la 
toucherait en P : ce sera de tous IçA plans possibles celui qui se 
rapprochera le plus de la surËtce , dans la partie que Ton considère ; 
et qui, par conséqueot sera le plus propre à la représenter. Si 
4onc une exactitude non pas absolue, mais assez grande , est soffi- 
çafite, au lieu déconsidérer \» surÊtce elle-mênie, d'avoir égard à 
sa courbure , de tenir compte de la complication de tous ses élé- 
ments , on (a supposera plane , et l'erreur dans laquelle cette 
hypothèse entraînera, sera d'autant moins considérable qu'on aura 
moins à s'étendre sur la surÊice , autour du point P où elle çst 
touchée par le plan tapgeut (n) qu'on tui substitue. 

finap^ii offtn pu La sur&ce de la terre , dont la courbture est assez peu sensible 
a WogT«phif, pj^yp^yç^ pendant long-t«nps, les peuples à qui l'habitude d'obser- 
ver n'avait pas encore appris à se déSer des premières illusions 
des sens , la jugeassent un vaste plateau , et dont la forme ensuite 
a successivement été crue sphérlque , ellipsoïde et plus compU- ' 
quée même , à mesure que nos connaissances se sont rectifiées ; 
la terre, dis-je, nous fiHimit dans la description de ses diverses 
contrées , ou exemple sennble de l'utilité dont peut être la substi- 
tution des plans tangents aux surfiices courbes. 

La forme attribuée aux méridiens et aux paraUètes de la terre , 
a du varier avec la forme même du globe , dans nos diverses hypo- 
thèses ; et maintenant ils ne sont plus pour fious ni des droites , 
ni des cercles , ni des ellipses , mais des courbes plus compliquées 
dont la nature ne nous est pas parfaitement connue, Les lignes les 
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plus courtes, suivant les^elles nous mesurons nos distances sur i*' HÉHomE. 
le globe , sont à double courbure et certaiuemeot transcendantes. 
Si donc on roulait embrasser à la fois tant d'éléments dans une 
description exacte y les dctenmnations que nous jugeons devoir être 
les plus simples , seraient en effet les ptus compliquées. 

Au lieu de chercher à décrire la foule de courbes, de projections qui 
seraient alors nécessaires, parmi tous les horizons sensibles, c'est-à- 
dire, les plans tangents ^e la terre, menés à partir du point où est le 
spectateur , on choisira l'un de ceux <pii s'écartent le moins de la 
portion du globe qu'on veut décrire ; c'pst sur Ijui qu'on représen* 
tera la sur&ce de la terre dans cette partie, qu'on supposera par 
conséquent plane (ainsi que le disaient , mais sans croire se tromper, 
ks premiers observateurs). On rapportera sur pe plan tous lea 
points, toutes les courbes , toutes les distances. Les lignes à double 
courbure s'aplaniront , toutes les courbes viendront se confondre 
arec leurs jtangentes ; et les opérations de Ja géométrie descriptive 
la plus délicate , wront ainsi ra^leI)ées aux déterminatiops les plus 
fiimples d'intersections de plans et de lignes droites. 

Lorsqu'on doit représenter ane portion du globe trop grande 
pour être confondue, sans erreur sensible, avec un de ses plans 
tangents ; les rapprocheinents du premier ordre pe suffisant plus » 
on passe à ceux du second. On choisit une surface simple et 
qui diffère peu de la surfiice de la terre ; on restitue ainsi à toutes 
les lignes qu'on considère, leur vraie courbure, ou du moins 
une courbure qui en diffère très-peu. On prend cette nouvella 
BurÊice pour celle de la terre j et par cette seconde hypothèse, 
on porte dans les opérations de la géographie et des sciences 
d'observation, une précision infinùnent plus grande que celle 
obtenue par la première. Elle a suffi jusqu'ici à tovs les besoins 
4es arts et des connaissances théoriques, même dans l'état de 
précision où . nous les avons portés. Si par la suite , des f:e^. 
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i« MÉMOIRE, cherches d'une exactitude plus sévère encore y rendaient insuffî'^ 
santa ces rapprochements, il Ëiudrait employer des sur&ces ri- 
goureusement osculatrices de la terre, c'est-à-dire, qui eussent 
BTCc elle , dans la partie que Ton considère , un contact du second 
ordre ; et si pourtant cela n'était pas suffisant , il serait nécessaire 
de passer aux rapprochements du troisième ordre ; alors il fau- 
drait prolonger encore une des branches de nos connaissance» 
géométriques. 

Nous allons maintenant revenir a la théorie m&ne des contacts, 
que nous avions un moment abandonnée pour en faire- sentir 
l*utilité par tm exemple remarquable. 

Dans la méthode géométrique que nous suivrons ici, nous 
emploierons souvent des considérations infinitésimales , parce 
qu'elles rendent plus faciles et plus courtes des recherches assez 
compliquées par elles-mêmes , et qu'on reproche particulièrement 
à la géométrie pure l'étendue des développements qu'elle exige 
dés qu'on veut s'élever par elle à des questions d'au certain ordre. 

S II. 

De tosculation des surfaces. 

Soient tracées arbitrairement sur une sur&ce générale (S) , fîg. 3, 
CoDiMu du NcaBd deux courbes P*C , P^c, et deux autres courbes çpC', *pc', immé- 
diatement consécutives à celles-là ; si une seconde surËice (2) pas- 
sant par le point P est telle que les quatre courbes P^r, Pf 7 ; 
ppV, <bpy' soient respectivement osculatrices en P, P, fi , 4 anx 
quatre courbes précédentes ; je dis que les deux surfaces seront 
osculatrices au point P , c'est-à-dire, seront telles que tout plan 
passant par P coupera les deux surËtces suivant deux courbes 
F^4I^* P^4'^ } réciproquement osculatrices en ce point. 
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En ef^t , nê plan coupant rencontrera à la fois en "f et 4 ^^ ^" héhoiee. 
courbes respectivement osculatriceB */>c', *p>'; et ippC', ^pV ; 
puÎ84}ue les courbes osculatrices sont celles qui ont de commua 
trois points consécati& , lesquels sont ici : 

*^j[l> P po*^ «jyc' et ^f^py't 

^,j?,^ pour ^/ï^C' et fp^'i 
et enfin, 

P,*,^^ pour P*4p et P*4a. 

Il est évident que les deux suT&ces (S) et (S) étant identiques 
dans l'élémeut P9pf , auront en P , 4 , j? ^ 9 mêmes plans tangents , 
et par conséquent mêmes normales. Mais, comme la courbure 
d'un élément de ligne courbe est détenninée par deux normales 
consécutives , l'élément P^^^ sera complettement déterminé par les 
quatre normales à (S) et (2) en P, *,/>,? ; ainsi dans tous les 
cas , il suait à deux sur&cea quelconques (6) et (2) d'avoir en 
commim quatre normales consécutives arbitraires , autour d'un 
même point F, pour êitre mutuellement osculatrices dans tout 
relient compris sur elles entre ces quatre normales: 

Mais ai lesnormides aux deux sui&ces euP, 9fP, ^sontcont- 
munes, les courbes 



P«C 


ff 


Vpd 




et 


et 


p«r 


m 


Vpf 



seront osculatrices , et réciproquement : donc , «dés que deux sur- 
Ëices sont osculatrices en uu même point F , dans trois de leurs 
sections difierentes, mais arbitraires, elles le sont encore dans 
toutes les autres sections possibles P't'D^ P*PA faites à. partir du 
pdiut F de contact, par une surËice coupante quelconque. » 
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ra DÉTELOPPEafENTS DE GÉOMÉTRIE. 

1" MiaioiRE. . La courbure des surfiices en. chacun de leurs points , n'est paS 
Ce que c'eM que la Unique commc celle des lignes cenirbes. Suivant qu'à partir d'un 

TOnrbDied'ttncinr- pojnt p d'mjg surfece , OU luarcbe sur elle sous des direction* 
difTéreutes ., la courbure de la ligue qif on parcourt varie, et c'esl 
le système de toutes ces courbures mesurées sur la sur&ce , qui 
constitue la courbure même de cette surÊice au point P que Ton 
considère. Suivant donc que ces courbures seront plus grandes 
ou plus petites , on dira aussi que la courbure même de la surface 
est plus ou moins grande : enfin, on mesurera la courtnire des 
suriàces par celle des courbes tracées sur elles* 

iumaïf utotniTei Nous veuous de voIt ovl'û suffit que trois courbes fracéie» 
sur une surfece (S), a partu- d'un pomt P, soient osculees en 
ce point par trois autres courbes tracées sur une seconde sur^ 
&ce (S) , pour que toutes les sections possible» Eûtes en P par un 
même plan sur ces deux surfaces , soient pareillement osculairices 
entr'ellès , c'est-â-dire, aient !a même courbure. Ainsi, «la courbure 
* et la position de trois lignes menées arbitrairement sur une sur- 
face par un de ses points , suffit pour déterminer entièrement au 
même point la courbure de la surËtce qui les contient. » 

UBeforfacetiiicicaD. Si douc paT ta UOTmate Pr de (S) , fîg. 3, on bit sur .cette 
S'm"di1^ir*d^ surfece trois sections planes Pm, Pm', Pm"; qu'on prenne arbî- 
«r£"dQ «3 trairement sur cette normale un point C regardé comme centre 
<•*?«■ de trcMs courbés P;^, P/^'E, P/*"E du second degré, respective- 

ment osculatrices des primitives Pm , Pm', Pm". Ces trois courbes 
seront susceptibles d'appartenir à une même sur&ce du second 
àeffé (^^ } et cette sur&ce sera osculatrice en P à la primitive. 
( Voyez la note U. ) 

De là résulte ce théorème remarquable : <c Quelle que soit la jforme 
d'une surface ,' cette forme peut toujours , à partir de chacun de 
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fies points non singuliera , être représentée par celte d'une sorfàce i» mémoi&£> 
du second degré , de manière que pour chaque ligue tracée sur la 
8ur&ce générale , à partir du point que l'on considère , il correspon- 
dra sur la surËice dm second degré, une courte qui osculera cette 
ligne au même point. » 

Par ic moyen de cette surfece osculatrice du second degré, D'<a i» ih&ri* «• 

nous pouvons dès a présent ramener toute la theone des contacta et ie l'oKoiatioa 

du second ordre, et celle de ïa courbure des surfeces quelconques , f^™^^L^I 

à l'analyse de», siitfeces du second degré; et cooune celles-ci ^"'rf^*^'** 

sont extrêmement simples, très -faciles à discuter, nous aurons •^ooàdtvé. 
éludé par là toutes les difficultés que la question générale eût pu 
présenter. 

On sait que par chaque axe PCË, fie. 4 , d'une surface du second T««iUt.'oH im Jf- 
degré , passent deux sections principales FA£ , FBE qui se coupent i> courïmKdaiur- 
à angle droit aux deux sommets P , É. Ces sections sont entié- g^u,*^^*^ 
ïement déterminées paf la grandeur de leur courbure en P, et ^°*^ ''^ 
la position de leurs s<mimets P, E. Elles-mêmes ensuite déter- ■ 
minent la surfece (~\ qui leur appartient. Donc « it suffit à b 
détermination et à la mesure de la courbure en F d'une surËtce 
quelconque (S), de connaître la conrbiu% des deux sections prin- 
c^les PA£ , FBE de l'osculatrice du second degré ^^V c'est-à- 
dire , la grandeur des deux rayons de courbure qui en F appar- 
tiennent à ces sections. » 

L'une des sections principales PAE est la plus gfande , l'autre 
PBE la plus petite de toutes les sections qui ont l'axe PE potu* 
diamètre. Par conséquent, en les supposant toutes rabattues sur un 
même plan, autour de l'axe commun P£,Ia courbe extérieurePAË 
sera la plus grande section principale, et la courbe intérieure PBE 
la plus petite. Il suit de là qu'aucune courbe PPE donnée par le» 
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I» UÉHOUIE. sectioDS normales en P , ne peut avoir en ce point une courbure 
moindre que celle de la grande section principale , ni plus forte 
que celle de la petite '■*\ Ces deux sections sont donc les limites 
de la courbure de la surâtce , estimée snirant les sections 
normales. 

Ainsi , la plus courbée , et la moins courbée des sections normales 
d'une surface (S) , en un de ses points P, sont nécessairement dans 
des plans qui se coupent à angle droit ; et pour que la courbure 
en P de la surÊice (S), soit entièrement déterminée , il suffit que 
cette plus courbée et cetle moins courbée des sections normales 
en P le soient toutes deux, 

^jam de «onrbntt I/cs rajous de courbuTe de ces sections limites , Vest-à-dire , 
par conséquent, le plus petit et le plus grand rayon de courbure 
des sections normales en P , ont été nommés rayons de courbure 
de la surface : on voit donc que la courbure d'une sur&ce en 
chacun de ses points , est déterminée par la seule connaissance 
de ses deux rayons de courbure. 

Nous ferons Toir , par la suite , d'autres conditions égale- 
ment simples, et, ccnnme celle-ci, suffisantes pour la détermina- 
tion de la couil>ure des «jrfaoes, lorsque nous nous occuperons 
de sa mesure absolue. P^ous allons actueUement dire un mot des 



(*) On sait, % S. V,qu'KHenik« deoearbesPAE, PDE.PBE^ant l'axé P£ 
commun , ont pour la même abscisse Ce , leurs ordonaéei ca,cd, cb proportionnelles 
aux demi-axes G A, CD, CB:donc, diacune de ce* courbes «mbrassna toutes celles 
qui auront ce second axe plus petit que le sien ; mais à partir d'un même point ?« 
]^ courbe embrassée est plus courbée que celle qui l'eaibrasse ; par conséquent, 
la courbure des lignes PA , PD, PB aéra toujours plus grande en P, à mesure que la 
second axe décroîtra : donc , enHn , les deux courbes extrêmes PA£ , PBE , 
c'est-^-dire , les deux sections principales , sont selles de moindre et de pl)ts gran4v 
eonrbiire en ce point P, 
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diverses grandeurs graphiques ^ * ' que la considération dea ' i" méhoire. 
fiurfeces dans leur courbure , a forcé d'envisager ; pour le moment , 
nous présenterons seulement celles de leurs propriétés qui pour- 
raient jeter quelque jour sur la détermination de la courbure des 
surfaces en chacun de leurs points ; nous réservant , dans la seconde 
Section de ces Recherches théoriques , de considérer la courbure 
des surËices sur toute retendue de leurs nappes^ et de chercher, 
si nous pouvons parler ainsi , l'infidknce de la courbure eu chaque 
point d'une 8ur&ce,.sur les points suivants. 
Toutes les normales à la sur&ce du second degré Cr), fig. 4, OtAotfMMuAittM- 

* ' lion* Dornulei, qui 

•Divant les sections princqiales PAE, PBE, passent, conuue on 
sait, par l'axe PCË, c'est-à-dire , par ta normale P£, et elles sont 
les seules normales de la lur&ce qui puiasent cOiq>er cet axe ^**\ 



C * ) Sonrent j dana la géométrie transeendante , o& l'on considère l'étendue dan> 
tcau lea degrés de généralité , on doit parler à la fois de points , de lignes , d« 
•nrfaces , de vdiimes. C'est pour éviter cette longue énnménrtion , que nous avoQt 
cm deroir désigner toutes ces grandeurs par l'expression générale de grandeun 
graphiques, c'est-à-dire, snaceptiblee d'être figurées. Le p«rfectioiuieni«nt du Ian« 
gage de la science , est peut-être moins étranger qu'on ne le croit cotmuuuémeut, 
au perfectionnement de la science elle-même. 

t**î Soit en effet le poîat P ( £g. 5 , H } la protection horizontale du sommet 
de la surface du second degré ( ), et yojoaa si du point M quelconque da 
( ), peut partir la normale MPqut vienne couper l'axe vertical projeté par le 
point P. 

Ponr cela , faisons par M la section horizontale àHii dans ^^ J , la projection 6» 
la nontule en H àf^J Mra la nonoalem^nw de cette courbe , poor le point Mi 
Mail cetu coorbe est du second degré et son centre est eu P , projectitm de l'axe 
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yi HÉUOIR& Mais les deux normales immédiatement çonsécutÏTes de chaque 
section en P, sont communes à la primitive (S) et à son oscula-r 
trice (a ) : donc on peut, de chaque normale Pr d'une sur&ce 
quelconque (S), fig. 5, passer dans deux directions diâërentes 
seulement PP', PP,, à une autre normale PT' ou P^r^, immédia- 
temçnt consécutive à PT, et qui la rencontre. Ces deux direc- 
tions ^ont constamment urthoepnales : elles sont au point primitif 
P celles des sections normales dont la courbure est un maximum 
ou un minimum. 

Si du point P on passe en P' sur la direction de plus grande 
courbure , la normale PT' ira rencontrer celle PF en F', ceatro 
de la courbure de l'arc PP', estimée suivant la surfece ; de mêma 
PT' sera coupée par une autre normale P'T" qu'on obtiendra 
en suivant encore , à partir de P', la direction de plus grande 
courbure. En continuant ainsi, on obtiendra sur la siu^ce ime 
suite de points P, P', F', P'" , tels qu'en chacun d'eux,. la- 
direction de la ligne qu'ils forment soit celle de la plus grande 
courbure des sections normales de la surËice. On a nommé cette 
r.ieBc«depiwKniide ligne , ligne de plus grande courbure de la sur/ace. D'après les 
"''*' détails dans lesquels nous venons d'entrer , la raison de cette dé^ 
nomination est évidente. 

Si du point P, au contraire, au lieu de suivre la direction des 
plus glandes courbures , on avait constamment suivi l'autre direct 
tion P, P, , P,^, P,^,..,., dans laquelle se rencontrent consécuti- 
vement les normales PT, P/^ P„r,,,,..,, on aurait formé une 



yettical. Donc , pow que MP pût £tre normale en M à U couil)e AHB, il {«iidrait 
que ce point fût un sommet de la courbe , ou que la courbe fut un cercle. Dan* 
ce dernier cai , totttea les nonnales aboutiraient afi centre. Koifs parlwn» pbu t4x4 
de ce p»a païti«4iv, 
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iu»OTdQe courbe perpendiculaire en P à la premi^e y et qui , dans i» m^hqibe. 
chacun de ses points , aurait eu pour direction ceUe de la section 
normale de moindre courbure. On a nommé cette courbe , ligne i 
de moindre courbure y et l'on a désigné d'un nom commun les 
lignes de plus grande et de moindre courbure , en les appelant 
Tune et l'autre lignes de courbure de la surface. 

Ainti , par la définitioa même des lignes de courbure des sur- 
fitces, nous voyons que toutes /e^ Ugnes d'une même courbure 
*ont coupées à angle droit par chacune des lignes de l'autre 
courbure. 

De plus, deux normales consécutires de la sur&ce, et qui 
appartiennent à la même ligne de courbure , se rencontrant né^ 
cessairement , toutes les normales de la sur&ce , parties d'une 
même ligne de courbure, forment une «ur/ï(ce^^*'«/o/7pa^/&- Donc Surftc*» i 
toutes les surfaces déreloppables appartenant aux lignes d'une des onbosona 
courbures , sont coupées à angle droit par chacune des sur&ces *"" ""^ 
déreloppables appartenant à l'autre courbure , et cela suirant toute 
l'étendue des normales de la primitive; ce qui d'ailleurs est évi- 
dent y puisque ces surfaces développables ont pour plans tangents 
en chacun de leurs points P, sur la primitive (S), les plans 
principaux de la surface du second degré (t\ oscuUtrice de (S) 
en ce point. 

Les. intersections successives r, r', T', . . . . des normales de la 
surface primitive (S), suivant une des Ugnes de plus grande cour- 
bure; c'est-à-dire * par conséquent^ les divers points de l'arête da 
rebroussement de la suiËice développable que forment ces nor- 
males, sont les centres de plus grande courbure de la sur&ce, 
suivant toute cette ligne de courbure ; la suite de ces arêtes de 
rebroussement données par toutes les lignes de plus grande çour- 
bn^> ^nue oae çertaiue surface lieu d? tous les centres des&mbtaam 

5 " 
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i« MÉMone. plus grandes courbures de la primitÎTe (S) ^ et dont lè caractère' 
est d'avoir pour tangentes chacune des normales de la surËice- 
primitive. 

De même, le système des arêtes de rebroussement des sm^cesi 
développables des normales, pour les lignes de moindre courbure y 
forme une surËtce lieu de tous le^ centres des moindres cour' 
hures de la primitive (S), et do^it le caractère est aussi d'avoir 
pour tangentes chacune des normales de la sur&ce primitive. 

Dmc, chaque nonnate FT de la surfiice primitive est à la foi» 
tangente aux deux suriàces des centres de courbure. 

Si Fon considère le centre T' d'une des courbures de la primitive 
pour le point P , les deux normales consécutives PF', PT' dont il 
est l'intersection étant tangentes à la sur&ce des centres de l'autre 
courbure , le plan PPT de ces deux rayons de la première cour- 
bure sera tangent à la surface des centrea de seconde courbure : 
par la même raison, le plan PP^r^ de deux rayons consécutifs de 
seconde courbure , sera tangent à la sur&ce des centres de la pre- 
mière courbure; or, ces deux plans se coupent constamment à 
angle droit : donc , la loi qui lie l'une à l'autre les deux sorËtces des 
onhofoniiiitfïieon centres, est a que si par une normale quelconque PT de la primitive 
de iciin «oiitoiiii (S)yOn mèue à chacunc d'cUesun plau tasgeut, FP^, PP^t, CCS deusi 
■ppvenu. plans se couperont constanunent à angle droit : d'où il résulte que 

l'un sera normal à la- sur&ee dés centres au point où l'antre plan 
h touchera ». Mais deux normales consécutiïes PrT , PTT sont 
CftngeBtes à la cowhe des centres ITT' appartenant à la ligne de 

courbure WV Donc le plan PPT 'qui les contient toutes deux, 

«st oscnlateur de cette courbe des centres; donc, tousjes plans 
ésculate^s de chaque li^ie des centres d'une même courbure , 
sont normaux à la surface des centres de cette courbure. Telle 
eM Ift ccmdition nécessaire pour qu'un système dé lignes tracées 
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»dr tme snr&ce quelconque , puisse être regardé comme lé sya- ^" «éhooe. 
tême des lignes lieux des centres de courbure d'une suriàce. 

Cette propriété est très-importante par elle-même, et nous en 
ferons par la suite un grand usage, en appliquant les considératioQS 
4e la courbure des sur&ces , à la théorie des déblais et des remblais. 
Mais alors nous liû donnerons plus de déreloppement encore, en 
y ajoutant plusieurs propriétés générales qui en dépendent. 

Nous allons maintenant revenir à l'examen de la forme des 
sur&ces en leurs divers points , et chercher à déterminer la cour- 
bure des diSëientes sections qu'il est possible de &ire par chacun 
d'eux sur la sar&ce. Mais nous arons besoin pour cela d'exposer 
quelques généralités prâiminaires. 

S in. 

2?€ la cozirbwv des surfaces et de celle de leffjfmeioTZS* 

Si, fig. 7, par des ordonnées ^/n, p'm',.... parallèles à unProprUtà tiaMm 
plan quelconque , tous les points d'une surface ( S ) sont rapportés ficTa^'u. fo^ 
au plan (n) qui la touche en P; et si nous supposons que ces J^™'*"."'^' 
<H-données, ayant sur le plan (tl) leur origine f , 9',. . . invariable, 
on les incline toutes semblablement y afin qu'elles restent parallèles 
entr'elles; on formera de la sorte un nouveau système d'ordon- 
nées ^/u, ^'fi',...., doùt les points d'applicatioB formeront une 
surfece (Z). O , si les points correspondans m et ju, m'et/c',...~ 
sont respectivement à la même distance du plan ( n ) j je dis que 
la courbure de la surËice en.P n'aura pas changé, c'est-à-dire, 
que la nouvelle suiiâce (S) sera osculatrice en F à la primi- 
ûvé (S). 

Fonr démontrer cette proposition , soit mené le pkn coupant (t) , 
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20 DÉVELOPPEMEPm DE GÉOMÉTRIE. 

ht HÉHôiBE. paranèlement au plan (n), et à une distance infiniment petite âa 
second. ordre, la section mdm'd' feite par le plan (-tt) sur la sur- 
&ce (S), sera une courbe du second degré dont les diamètres auront 
une longueur infiniment petite du premier ordre ; puisque cette 
coorbe est toute entière sur chacune des surËices du deuxième 
degré f*), osculatricea en P à la primitive (S). Soit /*<f^'/' la 

nouvelle position de cette courbe , après rinclioaisou générale des 
ordonnées de la sur&ce (S). 

Si on mène une sécante quebonque KK' dans le phn (tt) de ce» 
courbes , les parties dJ" et d'J'' seront infiniment petites par rapport 
s dd' et <r/' ( tant que cette droite ne sera pas tangente à Tune 
des deux courbes). Donc le cercle oaculateur de Ut primitive (S) 
passant par </, P, if', et le cercle osculateur de la dérivée (2) 
passant par <r, P, J", dijSérefont infiniment peu Fun de Fautre : 
donc les ^ux sections faites sur (S) et (S) par le plan quelconque 
PKK', M^feL^sci^trices en P > donc enfin , (S) et (2) elles-mêmes - 
sont oscmRrices, et la surfitce (S), dans la déformation qu'elle a 
subie, n'a pas changé de courbure au point P. 

Si au lieu de rapporter sur le plan (II) les divers points de la 
Surface ( S ) , par des ordonnées rectilignes et parallèles , on les 
rapportait sur ce plan par des lignes courbes absolument arbi-' 
traires et indépendantes , assujéties seulement à couper le plan (n) 
parallèlement à une droite quelconque ; en faisant varier ensuite 
à volonté et la forme et la position de ces ordonnées curvilignes 
[pourvu que leur origine ^ , (p'.,. sur le plan (n) n'ait pas changé', 
que leurs tangentes en ce point soient toutes parallèles ^** à une 
autre droite aussi quelconque, et qu'enfin leur point d'application 
sur (S) reste toujours à la même distance de (n)] , la <;ourbure de 

(*> Cette seconde «nditioa n'ejt paa même néceuûre, 
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U einfiice (S) an point P de son contact arec le plan (n) n'aura pas i«r 
cbaligé , c'est-à-dire , qne la surface dérivée sera euciore oscilla- 
trice de la primitiv'e en P. 

Si dans la variation générale de ces ordonnées cnTrilignes , non- 
seolement les ordonnées de la predùére surfoce entr*elles et cellea 
de la seconde pareillement uitr'eftes., coupaient le plan (n) sous 
un même angle , mais que cet angle fdt identique dans les deux 
systèmes, alors les deux surfaces ne seraient pas simplement 
osculatrices , elles auraient nn contact du troisième ordre j et en 
«apposant successivement que tes ordonnées dérivées , au Ilea 
d'avoir sur le plan (n) une simple intersection avec leurs primn 
tives f ou seulement un rapprochemoit du premier ordre , aient 
entr*elles on contact du second , ou du troisième, bu du qua- 
trième , etc. ordre , la sur&ce dérivée aura successivement au 
prâit F , avec la primitive , un contact du quatrième , du cinquième, 
du sixièine, etc. . . ordre ; en un mot , 2e degré du contact det 
sulfaces ou point P, sera toujours de deux unités supérieur à 
celui du rapprochement des ordonnées, à partir du plan (n). 
leur origine commune. 

En concevant encore , en eËEet , un plan coupant («-) parallèle an 
plan tangent(n), et supposant toujours leur distance infînimeut petite 
du second ordre , on verra que dans le cas ou l'angle des nouvelles 
ordonnées sur ( n ) di0ière de celui des anciennes , les sections 
Eûtes par le plan (ir) sur les sur^ces primitive et dérivée, dif- 
f«rent seulement de quantités du second ordre : ainsi que nous 
l'avons démonb'é , en svq»posant les ordonnées rœtilignes et pa- 
rallèles. 

On verra qu'en supposant de plus que les ordonnées partent du 
plan (n) sans changer la direction suivant laquelle elles se coupent^ 
c'est-à-dire , qu'à leur origine , sur le plan (n) , les nouvelles ordon- 
nées conservent avec les anciennes , un contact du premier ordre y 
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la surfiicé dérirée s'approchera infiniment plus encore de la pHi 
mitire , «t les sections de ces sur&ces par le plan (tt) ne difiëre* 
ront plus entr'elles que de quantités du troisième or&«. 

On Terra, toujours en suivant la même marche, et ffli suppo- 
sant que les nouvelles ordonnées partent du plan (II), en conser* 
Tant un contact du second ordre avec les anciennes ; on verra , 
dis-je , que les sections du plan (le) sur les deux sur&ces , ne di£^ 
reront plus entr'elles que de quantités du qoatri^e ordre ; et 
ainsi de suite. 

Enfin y on prouvera avec une égale feclUté que les ordonnées 
secon^laires conservant sur le plan (17) avec leurs primitives, on 
contact d'un ordre quelconque , les sections foites par le plan (t) 
sur les deux sur&ces, ne di^rent entr'elles que de quantités d*an 
ordre supérieur de deux unités à celui-là ; et on en conclura 
généralement que les suifiices mêmes , piûnitive et dérivée , ogt 
«n P un attouchement d'un ordre supéFÎeur de deux unités à oelni 
de leurs ordonnées respectives. Ce principe renferme tous les 
théorèmes particuliers que nous venons ^'exposer. 

On a supposé , dans tout ce qui vient d'être dit, que les ordonnées 
d'un même système partent toutes ens^nble du plan (n) sous une 
direction parallèle; cette hypothèse n'est nullement nécessaire ; il 
suffit que les courbes ordonnées ne soient pas tangentes au plan 
(n), à partir du point P de contact de ce plan et de la surËice 
(S). 

On a supposé que les points de (S) marchent sur des plans pa- 
rallèles au plan (n), ils peuvent marcher sur des sur&ces quelcon- 
ques ((t'), (ff"), ((/"), . . ., pourvu que celle (ff) qui passe en P ait 
aussi (n) pour plan tangent e^j ce point. 

Ces deux conditions remplies, le théorème suivant aura lieu 
dans toute sa ^éralité. 
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• «c Qoe par des ordonnées curvilignes absolument arbitraires, i« mémoire^ 
» on rapporte la position des divers points d'one sur&ce (S), k 
x'ceHX du plan (Tl) qui la touche en P; le point d'application de 
X chaque ordonnée marchant arbitrairement sur une des surÊicea 
» quelconques (ff), («'), (<j"), ... ., quelle que soit la variation 
y^ imprimée à la sm^ce (S) par ce transport général de ses points^ 
X Pinfinité des nooveUes surfaces (2) obtenues de la sorte, auront 
» toutes en Pj avec la primitive (S) un contact du second ordre. » 

En effet si nous considértms la courbe ordonnée 9m y fig. 8, dont le 
pied <p est infiniment voisin du point P, et que nous menions le plaïf 
eoùpant (t) parallèle au plan tangent (n), mais à une distance infi* 
BÙnent petite du second ordre; la nouvelle ordonnée 4)^ partie du 
point f ^ aboutira au' point d'Education fi tel que la distance m^ 
ne puisse être infiniment plus grande quefm, oa8implement,quçla 
«Ustance des plans (n) et(:r). Car alors runedes deux courbes (»:don- , -; 

vées serait tangente au plan {n) (ce qui serait contre rhjpothèse ]> 
Ainsi mfi ne peut être {dus. grand qu'une quantité du second wdxe, 
par conséquent la. courbe mm'n£': - . . sera transformée «n celle 
l^'fA.".... tetts que les distances des points. cen-e^;K>ndQnt3 m et^, 
m! et/*', ra" ot/u", ne puissent être phis grandes quQ des quantités du 
^cxfoA orch'e : les dinifasions de ces couriKS étant d'ailleurs du 
prenéer ordre. Or si du point m je mène la Ugoe mpt, r^ n qui 
fWipe à la Ibis la courbe primitive mm!ni% ..... et, sa dérivée 
fil*'f^'j • ■ . ■ ; les distances de /n à ;u et à ju^ ne pourront, ^tfe quci 
dans un rapport finî^ et puistpe mpt ne petut surpasser le secqnd 
ordre, mf*, ne le surpassera pas non phis : ^ en sera de roém^ 
de nt,. Mais d'ailleurs les dimensions de mm'm!\ . . . ., sont dif 
premier ordre : donc mn est aussi du precuer ordre. Et «wune il 
ne diffère de pi.;», que de quantités /n/«,, r,7t du second ordre, le$ 
«ercles oscillateurs des sections mVn, fjCPv Mtes par un mémi^ 
flaa dans les deux aur&ces. ptinùtive jx déritéè ,, ne pourront 
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i« HÉHOmE, différer qa^infinlment peu l'un de l'autre j dtmc les deux sor&ces 
' sont mutuellement osculatricea. 

V. Maintenant si l'on suppose dans la variation de forme et do 
» position de toutes les courbes ordonnées, non-seulement que 
» leur origine demeure inrarlable, comme dans le cas précédent , 
» mais qu'elles conservent de plus à cette origine un contact du pre- 
» mier ordre, c'est-à-dire, qu'elles restent tangentes à leur première 
» direction y la surfitce dérivée aura avec la primitive un contact du 
».' troisième ordre; puisqu'elle s'en rapproche infiniment plus que 

> dans le cas précédent Si les nouvelles ordonnées conservent avec 
» les anciennes un contact du second ordre, les surfaces priipitÎTe 
» et dérivée auront entr'elles un contact du quatrième ordre; et gé- 

> nâ>aleinent le contact des surfecesprioiiûve et dârivée sera supén 
» rieur de deux unités à celui de leurs ordonnées respectives. » 

£iKMcjpiud«pi«. Ces énoncés généraux pourraient être rendus sous une forme 
équivalente, d'une manière plus rapide, il eet vrai, mais qui serait 
moins appropriée à la marche que nous suivons, et surtout à Tap- 
plication que nous allons faire des propriétés dont ils sont l'expres- 
sion, pour déterminer la grandeur absolue des rayons de cotirbure, 
tant des sur&ces que des diverses sections tracées sur elles. 

Toici donc comment on peut exprimer ces théorèmes avec la 
même ext^islon, mais sous une forme qui ne rappellera plus la 
mojen.de produire de nouvelles suT&ces(Z) en contact de di£fêreii8 
ordres avec la primitive ^). 

« ffi l'on imprime à tous les points d'une surface (S) un mouvement 
parallèle au plan (IT) qui la touche en P, ce point restant immo- 
bile, et le déplacement de ceux qui le suivent immédiatement étant 
dans un rapport fini quelconque, avec leur distance au pian (n), 
la nouvelle sur&ce (S) formée par cette transformation sera ton- 
jours osculatrice en P à ta primitive. £t généralement ai le dépla-r 
cernent des points continus en F sur la siurfece est arec leui* 
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^tauce au plan P dans un rapport infininieDt petit d'un ordre quel- i" mêmoïrA 
conque m, quelle que soit ensuite à une distance finie du point P, 
la transformation subie par la primitire (S), la nourelle suriàce (X) 
aura toujours arec elle un contact d'un ordre m-\-aàe deux unité» 
supérieur. 

On pourrait donner beaucoup de déreloppement à ces divers 
principes^ et en déduire plusieurs théorêmçs qui peut-être ne 
seraient pas sans utilité. Mais en le faisant nous sortirions de notre 
sujet. Nous ne cherchons à rapprocher les stu^ces que pour dér- 
couvrir, dans celles que nous ne connaissons pas encore, les pro- 
priétés qui doivent leur être communes arec celles qui nous sont 
déjà connues, ou que leur simplicité nous livre immédiatement. Il 
ne faut pas nous écarter de cette route, quelque attrait que puissent 
d'ailleurs nous présenter d'autres objets, mê^ assez voisins de 
ceux qui doivent nous occuper , pour ne pas leur paraître étran- 
gers. Peut-être, malgré cela, les personnes très- versées dans les con- 
sidérations de la Géométrie, trouveront-elles encore que je siû» 
entré dans trop de détails; mais si ces développements rendent plus 
focile ce qui leur semblera trop élémentaire, ils ne seront cer- 
tainement pas superflus pour tous les lecteurs. 

Au reste, dans la seconde parUe spécialement destinée aux 
applications, nous montrerons quelques conséquences de ces prin- 
cipes, relativement aux surËtces qu'on décrit géométriquement 
par un système de sections planes parallèles , comme dans certains 
Levés topographiques, et dans les plans de Vaisseaux; nous trou- 
verons par là l'occasion de présenter leà vérités que nous ve- 
nons d'esposer, sous une forme plus simple et plus Ëtctle à 
retemr. Maintenant nous allons les employer à la recherche des 
rayons de courbure des surfaces , et généralement des diverses 
•«eptions Ëites sur ces surÊices. 

4 
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»rMtM(HHE. Considérons la snrfece géaérale (S), fig. 9, coupée par le plan 
pn rayon de cont- A^P/tt , nonual en P à (S), et dirigé arbitrairement ; demandons- 
no^» d^tX nous la grandeur du rayon de courbure en P de la section AAP/x. 
'^°^' ^i nous menons la droite A*^ parallèle au plan (n) , tangent à (S) 

au point donné P, et seulement à une distance P> du second 
ordre , on pourra regarder le petit arc iPeT conune appartenant au 
cercle osculateur de la section que l'on considère. Or on sait quo 

le rayon de cet arc est égal au quarré de ' A^ divisé par aPy,. 
on âÎD>pIement a • pr- • 

On voit d'abord par là que si l'on faisait croître toutes les hau- 
teurs Pj- proportionnellement entr'eltes et au quarré des cordes 
Aif parallèles à (lï) , les nouyelles courbes qu'on obtiendrait n'au- 
raient pas cliangé de couibure en P ; et si l'on conçoit un système 
quelconque de ces'ections normales ÂAPcAx, A'A'F<r'a',... propre 
à couvrir toute la sur&ce (S) , en supposant que toutes ces courbes 
éprouvent à la fois la variation que nous venons d'imprimer à 
AAr^f», dans cette transformation de la surËtce (S), chaque courbe 
conservant en P sa coxu-bure, la courbure même de la sur&ce(S) 
ne cliangera pas, et la surËicc dérivée osculera la primitive. 

De là résulte cette proposition générale : a Si tous les points 



' ^*y Pour démontrer la tégitimité de cette valeur , considérons , fig. t o , ]e petit 
arc ûP/ de APB; Pjaff étant le ewcle oscillateur qni contient ce petit arc, 
flt ia cerde Ai étant parallile à la Tangoate ai P d« ce ccrute , le rayon OP 
sera perpendiculaire à la coude ùJ- qu'il coupera par son anlien 7. Or, dan* le 
cei^cle , la demi-oorde ^J* est une moyenne proportioBBelle entre lei parties yV, 
7a du diamètre a; PqiH la divise en parties égales, ce qui donne yP: y J'::)'J': )-a. 
Mais lorsqae yP est infiniment petit , ^ a diffère infiniment peu du diamètre même : 

donc ce diamètre égale ^ ou i ■ p— i et par coBséqaeotlenqrooOF =:g • -^^ 
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«T, /', ^, . • • • > ^ > ^% ^"} . . ■ de chaque section (*) feite sur la aur- {w nËHonfi 
£tce (S) parallèlement au pkn (n) , sont joints jeux à deux par les 
cordes itA, «T'A', «T'A",. . . ., suirant une loi quelconque; en sup- 
posant que les cwdes varient à la fois de manière que leurs qnar- 
rés croissent ou cUminuent comme les simples distances des sec^ 
lions (tt) au plan tangent (n) , ( ces cordes restant chacune avec P 
dans un même plan); on pourra finmer de la sorte use infinité 
de Buriàces dififêrentes , qui toutes auront en P y arec la primitire 
(8) , on contact du second wdre. » 

Ensuite , ainsi que nous FaTons e^osé plus haut avec détail , 
en donnant à tout le système rapporté sur le plan ( IT ) par des 
ordonnées droites ou courbes , une impulsion parallèle au plan (IT) , 
mais d'ailleurs absolument arbitraire : à diacune des sur&ces déri- 
vées que Aous Tenons de former, pourra correspondre une infinité 
■ d'espèces diflférentes de surËicesj et toutes oes nouvelles surfaces 
dérivées seront' encore, Oonune les premières, osculatrices de la 
sorËtce primitive (S). 

On doit voir par l'étendue qa'ont pria les divers résultats aux- u 
quels nous Tenons successirement d'être conduits , que si la nature 
et la forme de la courbure d'une seule surËice nous étaient cou-' 



idiTidnella 
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powîU» de coiu- 
Imia de* lurfocei 
nmetifc i oelle de 

mies , nous pMirrions , par cet imiqne secoars x atteindre à la même *■ ««nban 
coonaissaDoe dans les sar&ces les plus générales : puisque d'une 
surface pailiculière quiconque nous pouvons passer à toutes les 
autres, ou s^ altérer la courbure au point àt contact P, ou en 
appréciant les altératlMis que nous devons y apporter. 

Mais la surËice de la ^hère nous est par^tcmeot connue ; la uiphènchoiùepiMr 
sphère est d^ùlleurs , relativement à sa courbure , la ptes simple de ^2^^ dc*"»^ 
toutes les surfeoes ; tous ses rayons de courbure sont d'une même ^J^ ^^ 
grandeur, Us sont ^ganxi soti rayon descripteur^ ces rayta» sont «»■ 
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iir i^^puiE. en même temps ceux de toutes les sectioos normales de la Sphère: 
enGo , les rajoûs des sections obliques ne sont autre chose que 
la projection , sur le plan de ces sections , des ray<Mis de courbure 
de la sur&ce qui viennent abontir à la circonférence de ces 
mêmes sections oUiques. Si donc par la connaissance de la cour- 
bure d'uoe seule surface , nous sommes en état de nous élever à 
la connaissance de -la courbure de toutes les autres, la sphère est 
certainement la plus propre à nous faire atteindre ce but le plu^ 
rapidement et le plus simplement possible. C'est eUe aussi que 
nous aijons eu^Ioyer pour y parvenir. ( Voyez la note lïl.) 

Soit(S),fig. To, une sphère touchée en P par un plan (n)j6Up- 
posons que tous les poiuts.de cette surface .s'élèvent proportion- 
nellement à Ieurhauteur,syr (n), sans changer de projection sur 
ce i^an. Alors les cordes AJ^ n'ayant pas changé, tandis que les- 
hauleurs' verticales Pj' ont cm proportionnellement entr'elles , les., 

rayons g-p- des sections normales en P auront tous varié dan* 
un rapport inverse. Or , dans cette transformation , la sphère est 
devenue une surfece du second degré et de révolution ^^J, ayant 
le point Fipour sommet, et pour rayon de s<m cerale princîpaï,, 
aif égal au rayon Ob de la sphère; tandis que Po»^ demi-axe d» 
révolution , est avec le même rayon dans k rapport de variation 
des. ordonnées. De là résulte, ce premier théorème : « Le rayon de 
' courbure des sections ntumales d'une sur&ce du second degré, 
de, révolution , est au sommet P de la sur&ce égal au quarré- da 
demi-axe «C étran^r à ce sommet , divisé par le demi-axe P»pa8-< 
sant par ce sommet qui làit partie de l'axe de révolution, a 

,Vikiir«ikin7oi»4e . Il siût immédiatement de U que le rayon de cpuibure d'une, 
-aTMTOwiikBi*,' courbe, du second degré.ajâP^«,,fig. 11 ,, est au sommet P de cette 
'-'.'_'.'. co^bç; égal au cpiàrré du d^où->axje.4tsangei: au-3^ 
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j»ar la moitié de l'autre axe ^^^ = ^. Mais si nous trânapor- '*" mémo*»- 

tons le centre et de cette courbe dans la direction de l'axe ^aÇ^ 
en ai', par exemple , l'axe ^aC deviendra $'a'€' sans changer de 
longueur, et l'autre axe ^aa deviendra F»'»' qui, dans lanourelle 
courbe du second degré , n'est plus, que le diamètre conjugué à(i 
fifu'C. Or, d'après ce que nous avons démontré plus haut pour les 
surfaces , et qui est , à plus forte raison , -rrâi pour les lignes courbes , 
la nouvelle courb* a'^'VC'a! esf osculatiice en P de la primitive 
«t/SPf « ; donc leur commun rayon de courbure en P est encore 
^ = ^— , c'est-à-dire que le rayon de courbure d'une li^e du 
second degré ^enun point P quelconque , est égal au qàarré du 
demi-diamètre a'€' parallèle à la tangefite de la courbe en P, 
. divisé par Pà distance dh ce diamètre au point P. 

U est essentiel de retenir cette. proprretégénér^de des courbes 
du second .degré , car nous en ferons par la suite un usage 
continuel. 

Considérons actuellement, en son sommet P, iîg. 12 y une sur-Appiteatiomninut. 
Êice quelconque du second degré Q). Nous savons déjà. que les âT\^T''Z 
deux lignes de couibutp qù se cnnseat en ce pointy sont les cDvbme a da 
deux sections princà^es sur lesquelles 11 est placé; et comme ce tiomat "" *^ 
point est en même ten^ le sommet de ces deux sections , on voit 
que le quarré du plus grand ou du plus petit dimi-axe^ éùangers 
au soTnmetV, divisé par la moitié du troisième axe ^ est égal au 
plus grand ou <tu plu* petit rayon de courbure en P: Pour avoû: 
en ce même sommet P, le rayon de omrbure d'une section nor- 
male quelconque /aP/* , on déterminera le diamètre f4^ que le 
plan de cette section , trace sur le. plan principal étr^inger à P; 
cela posé, la t/i>isième pntpqrtionJtelle au dçpii-axe contenante, 
et à la.inoitié de ce, diamètre, jeîu le rayon demaridé. 
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Inclinons ensuite , de la manière la plus arbitraire , les ordon- 
nées de cette surface, normales à (II); pourvu qu'elles restent 
* parallèles à une droite unique , maïs quelconque , nous formerons 

une nouvelle surface du second degré Ç^'\ osculatrice en P à la 
prunitive f ^) . Le sommet P ne sera plus que rextrémité d'un 
diamètre quelconque, et la section jS^^/3 sera transportée en 
^'fdfC'f*'^' parallèlement à sa j^osition primitive et sans varier 
dans sa forme : donc, premièrement, les axes de cette section 
diamétrale ^'fi'C'fi.'^' ne cesseront pas d'être parallèles à la direc- 
tion en P des lignes de courbure de la surËice ; « les rayons de 
courbure de la nouvelle surface seront encore une troisième pro- 
.portionnelle à la distance. Vu de (n} à la section ^'fi'C'^'fi', et 
respectivement à chaque demi-axe âe cotte section diamétrale : 
enfin , les rayons de courbure dc& sections normales quelconques , 
seront toujours une troisième proportionnelle à la distance Pw, 
et au demi'diamètre u'/a' parallèle au plan de la section normale j 
ainsi qu'au plan tangent (n). » 

Nous sommes donc en état , à présent , de déterminer pour une 
surfece du second degré quelconque, et pour chaque point, ses 
rayons: de courbure, ainsi que ceux de .toutes ses sections zior- 
males ; et comme les rayons des sections obUques ne sont, ainû 
que nous le ferons bientôt voir, que les simples projections des 
premiers rayons , il n'est aucon point de cette surfeoe où nous ne 
puissions déterminer la grandeur et la direction de «es deox covr- 
bures , ainsi que te rayon de courlnre de toutes les sections qu^OQ 
peut Ëiire par ce point sur la surfece. 

Les derniers résultats que noua venons de développer, se 
trouvent exposés , mais sans déinonstration , dans un Mémmfft 
sur la description des snrfeces du second degré, inséré datis les 
journaux de r^lePoIytediûique, tome TU, cahier XITjseulemeDit 
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ils y sont présentés sous une forme difiereale , parce que les i« héhoibe. 
quantités qu'on y considère sont désignées sous des dénominatioitô 
particulières au travail dont ce Mémoire est l'fdsjet : nous allons 
fetre TMT le plus rapidement possâ^ , l'identité d« ces dirersos 
propositions. 

. Smt Afi , fîg. i3 , une drdtc ind>3e dont denx points i , a , ton- ciiatian de qntiqnei 
jours ke ménies» antat asn^étis à demeurer re^Kctirement «ur t »< iif^u eu ce> 
les droites directriaes.^xio^ Ci, OII ; en concevant qne cette droite *" 
prenae suocosaivenKint toutes ks positfoDs qui peuvent satii^ure à' 
cette hypf^hése^ chacun de ses points F décrira une courbe du 
second degré aotour da p<rint O «miitie centre. 

Lorsque le p<ànt i g^'asant sur Ol, arrive en O, le poitit a res- 
tant toujours sur Oïl , Pa'ètpplique dussi sur ÔII en Y. Au con- 
traire ^ lorsque le point a arrive en O, le point i restant sur 01 ,' 
P s'appKque aussi sur 01 en X ; et Pi , Pa , portions invariables de 
la droite molnle , sont par conséquent égales aux directrices OY y 
0%. CTiaqae Courte Aa second degré présente une infinité de sem- 
blables systèmes de génération. EnGn, dans le système unique où 
les dctti directrices OX, OY sont à angle droit j la courbe devient * 

a la fois symétrique paf' rapport aux deux directrices , et elles sont 
évidemment ses axes mêmes. 

Cela p08é,-en concevant la position de la' droite molnle l'F'a' où 
elle se ttouve perpendiculaire à Tune des directrices, a O^ , par 
exemple , P' sera le plus- loin possible de 0|X : donc , l'P'a' sera 
normale en ce poiût à la courbe. Ainsi la tangente à. la cQui;be en 
P' étant alors perpendiculaire à l'P'a'» comme Tegt OX, cet OX 
et la tangente en F' 8eix>nt parallèles ; donc OP' sera le diamètre 
conjugué à OX. Or,'fe rayon de couitnre de la courbe du * 
second degré est en F , -^ : donc il est aussi ■^- ( puisque: 
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ïw MÉMOIRE. OT=iP=i'P'); c'est-à-djre , qu'étant dooné un point quelconque 
P', eurune courbe du second degré, si on cherche le diamètre OX 
oi(H)}agué à c^ui passant ea P', et qu'on le r^arde comme une 
directiice , kr trbisiéme proportionnelle à cette directrice OX et à 
sa directrice conjuguée OY , sera le rayon de courbure demandé. 

Tous ces résultats , en se généralisant dans l'espace , sont su^ 
ceptBïles d'être appliqués aux surËices du second degré. Soit , 
fig. ]4, une droite mobile AB sur laquelle. on détermine trois pointa 
1 , a » 5, touioursiles. mêmes: K Ton œsujétit le premier i à rester 
tpuJQUi? sur un. premier phh directeur I; le second a , sur un 
second plan directeur H; le troisième 3., sur un troisième pkn 
directeur III j en imprimant ensuite à la droite AB tous les mour 
yemeuts eompaliblea aycc cette bjpotbèse , chacun des points P- 
dÇj AB déerirs Uû* sur&ce du second degré , jiont- le centre O 
sera la commune intersection 4^? trois plans directeurs I, IIj IIL 

£n appliquant à-cçs sur&ces. ce que nousvenons de dire surlea. 
courbes du même degré , ncHis ferions voir Ëiçilement qaç les parties 
Pi , Ps , P3 de la droite mobile sont respectivement égales aux 
directrices OX, OT, OZ, pomprises çntre la sur^ceXYZ et son 
centre Oj que de^ plus, chaque sur&çe du second degré peut être 
produite par une Infinité de parejls systèmes dç p^os directeurs 
l , II, III , au moyen d'une droite mobile conrenfible, etc. 

Lorsque deux directrices OX, OT sont rectangulaires entr*eUes, 
elles se confondent ayec les axes de la courbe tracée par le point 
P sur le plan I , Heu de ces directrices ( comme nous l'avons dit 
il n'y a qu'un moment ^ en parlant de la génération dçs courbes du 
second degré). Quand les plans directeurs I, II, m sont à angle 
droit , ils sont les plans principaux de la surÊice lengendrée ; et , 
dans tous les cas , chaque partie Pi , Pa, P5 est égale à la droitQ 
normale à la surËtce , et respectivement perpendiculaire au plan I , 
fm plan Ut (i^ i>laD III, 
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On doit voir par là, que ai r<)n se propose d'obtenir les rayons i" mémohœ. 
de courbure de la surface en un de ses points F , fig. i5 j il Ëtut 
i^rer ainsi : en menant le pian Xj^xY conjugué au diamètre 
POp; en regardant ensuite les axes XOx, YOjy de cette section 
comme les deux directrices placées sut- le plan directeur ( I ) , la 
b'oisièmé directrice OZ sera ^le à la droite PM, à la fois normale 
en F à la sur&ce , et en M à la section diamétrale OXY ; enfin^ les 

deux rayons de courbu% de la sur&ce en P , seront -p^^ , -^t 
ox* OY- 

Actuellement il est fiicilè d'apercevoir ridentité- des principes 
déreloppés plus bant , arec les propositions suivantes , extraites 
du Mémoire que nous avons cité. 

a Étant donné un point quelconque P sur une surÊice du second 

» degré (^)'y si l'on conçoit le plan 'tangent en P à cette 8ur&ce> 

« et la section diamétrale qui lui est parallèle ; puis qu'on déter- 
» mine les axes de cette section, c'est-à-dire, son ^stême de 
V directrice ortbt^onales. ... 

La droite jnenée par le point P parallèlement à la plus 
grande directrice, sera tangente à la ligne de moindre courbure. 

La droite menée par le point P parallèlement à la plus petite 
directrice , sera tangente à la ligne de plus grande courbure. 

« On regardera ces directrices de la section diamétrale comme 
» directrices de la sur&ce elle-même ; d'après cela , la tEoi^ème 
D directrice sera la distance de F à la section diamétrale qui con- 
» tient les deux autres , et alors .... 

Une troisième proportionnelle à la dernière directrice et à 
la plus grande des deux autres, sera le rayon de moindre 
eaurbure. 

Une troisième prtportioTmelle .à la dernière directrice et à 

5 
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i«> HÉuoiRE. la plus petite des deux autres , sera le rayon de plus granie 
courbure. ■ . 

Dans la note I" du second Membre , nous présenterons ces. 
ipêmes valeurs par l'analyse, en les rapprochant de celles qui 
seraient fourmes par les méthodes ordinaires du calcul di£fêrea- 
^1 ; afin qu'on voie mieux Varantage que prés^ite la trèB-grand& 
simplicité qui les rend propres, surtout, AWJi opérations grapbi^eiit 
de l'artiste et de l'ingénieur. 

VdcoT. do njoDi Jusqu'ici nous n'avons considéré dans les sur&ces que leurs 
^n dn mrfiuic*. ^ectious normalcs; il uEms reste à nous occuper des sections 
«obliques , pour en déterminer aufrsi la courbure, et ceaij^léter par 
là ce que nous avons à dire sur la recherche des rayons de cour- 
bure des sur&ces, et dç leurs sections quelconques. 

Pour arriver à ce but, nous allons présenter deux méthodes 
ÂiQërentes : Ftme moins élémentaire , il est vrai, mai^ plus géné- 
rale , et qui noHis fournira l'oecasioii de déduire plosleors pro- 
priétés nouvelles de l'étendue , comme conséquences des théorèmes 
que nous avons exposés au commencement de ce ppragraf^ ; 
la seconde, plus simple, phis facile, suffisante <aifio pour ceux qui 
voudront ^'y borner , et se contenter de L'enchaînement le plus 
restreint des vérités qui leur sont plus particulièrement utiles. 

rrtBHhtt mAhode. La surface quelconque (S) , fig. i & , étant osculée en P par une 
Pn>piiït« gàufraki autTC suFftcc ausM queleouquc (2) , traçons sur la jH'emÎM'e la 
courbe arbitraire MPK ; disons ensuite varier cette surfece avec 
toute la géfi^aUté que ses transformations compétent , sans que 
sa courbure en P cesse d'être- la même ; et nous avons tu qn'oD 
peut le faire d'une infinité dé manières diffîrentes. Dans ces trans- 
formations diverses, la courbe MPN restant toujours sur une 
surËice osculatrtce de (S ) et de (S ), ne cessera pas elle-même 
d'osculer ces. deux sur&ces : cela, est ôrldeDt. 
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Hais d'ajvès la généralité que nous aroos donnée aux change- i» mémoire. 
saents de forme dont est susceptible la surfiice (S) , sans que sa cour- 
bure en P soit altérée, c'est-ànlire, sans qu'elle cesse d'être osculée 
en ce point par une sotëim primitive «t invariable (S), il est éga- 
lement évident que toute suriàoe (/) , circonscrite à ( S ) suivant 
MFN, sera susceptible d*être en entier parcourue par la courbe 
MPN, dans les transfcomations infinies que cette courbe peut éprou- 
yer sans cesser d'osculer à la fois (S) et (S). 

On observera d'ailleurs que dans toutes Ifis positions de la courbe 
MPN, sa tangente FT en P n*a pas cessé d'être la même, parce 
que dans le mouvement général des points de (S) , tous les points 
du plan tangent demeurent immobiles y et qu'à partir immédiate- 
ment du point de contact , le déplacement des points de ( S ) est 
infinimeofc petit par rapport à leur distance à ce point : la t^gente 
de MPPf est donc restée constamment la même '*\ Seulement 
k plan osculateur de la ccmrbe MFN a pu prendre au point P 



W Cette démoQstratioQ abrégée étant ici la seale qui puûse airéter ceux qui 
ue seraient pas très-familier» avec lea conaldératioiu géométriques infiuîtéai- 
tnalea , nom allons la rendre plus sensible en la développant un peu davantage. 

Bappeloni-nous qoe dans nos théorèmes sur la transformation des sur&ces 
ton)ourB otcnlatrices , la condition etsentieUe et permuiente est que , à partir 
du poiat P, le déplacement des points de la snifuM pnmitiTe (S), nesottpas: 
înGniment pli» "^and que la distance de oea poinb an plan tangent en P. 
Soit donc M^PIT, fig- 16 Au, la nouvelle position de HPN sur une des sur- 
faces dérivées de (S) ; en menant par lea pointa A et / de MPN , et par les poiats 
correafondans A' et ^ de M'PN', les deux cord^ A^, A'^ éloignées dn plan (n) , 
ou de la tangente PT, de distances Py , Vy' infiniment petites du second ordre , 
les cordea A/, ùH'wtxmt. nécessairement du premier ordre (si P n'est pas un 
point singulier ). Vkèa , par bypodiise , les déplacements ai! , M' ne peuvent 
être infiniment pins grands que P^ on Py' : ils sont donc au plus du second ordre, et 
par cootéqiaeBt, le |>etit ajx A'P^ eit tangent en P » premier. 
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i*r HÉMOUtE. successtreineDt toutes les positions autour de cette tangente. Or, 
ce même plaù coupe toujours ( S ) et ( 2 ) suivant deux courbes 
nécessairement osculatrices de MPN ; puisque sans cela , MPN 
cesserait d'osculer ces sui^icee. Donc ^) étant ta suriàce engen- 
drée par MPN , cette surfiice n'aura plus d'autres relations , i*. avec 
(S), que de la toucher simplement tnivant une courbe MPN, ayant 
PT pour tangente en P; a', avec (2), que de lui être tangente en 
P, et d'avoir seulement une certaine courbe MPN, osculatrice à 
(2) , suivant une direction quelconque PT. 

£t, ces seules conditions salis&ites , U)utes îes sections pos- 
sibles , faites à la fois dans (S), -dans (ï), et dans (/) , 
par un même plan contenant PT , séîvnt mutuellement oscu' 
latrices. 

Noua prouverions avec une égale facilité , et toujours en suivant 
la même marche, que si deux suifàces quelconques (S) et {/) 
avaient dans toute rétendue d'une courbe MPN j un contact 
d'un ordre m ^ toutes les sections possibles fûtes dans ces sur- 
faces par un même plan , tangent à leur courbe de contact ^ 
auraient entr'elles un contact de l'ordre immédiatement supé~ 
rieur m-f- i. 

AppL'cMKtn «M eoQ- Maintenant nous allons rendre sensibles ces généralités, en les 
ttciidu««ondorf«. QpJ^q^aJJt seulement aux contacts du second (tfdre qui *nt lieu 
entre des courbes 'placées sur des surfiices, ou simplement tan- 
gentes suivant toute une ligne courbe, ou simplement osculatrices 
suivant une seule direction, et n'ayant plus ako^ qu'un seul point 
de contact. 

Einnpie offiMpuic* ^°^ sphèrc , paT csemplo , étant circonscrite par on cyOndre ^ 

cDcp.roDdi. gj ^ tangentiellement au grand cercle contact de ces surËtces , on 

suppose qu'un plan , d'abord normal aux deux sur&ees primitives , 

s'incline de plus en plus vers le plan tangent , il coupera la spïràie 
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suirant un cercle de plus en plus petit , le c^^lindre suivant uue 
courbe du second degré de plus en plus graDde, et cependant le 
cercle et la courbe du second degré ne cesseront pas d'être os- 
culatrices. 

Et si Ton regarde V\m des p<nnt8 de contact de la sphère et du 
cylindre comnae le sommet d'une sur&ce de révoIutloQ osculée en 
ce point par la sphère même , toutes les sections fiùtes , à paitîp 
de ce sommet, par des plans tangents au cercle de contact des 
deux premières sur&ces ( la sphère et ce cylindre); ces sections , 
dis-)e, seront également osculatrices des sections Ëiîtés par les 
mêmes plans sur la sur&ce générale de révolution. C'est la seiile 
relation qu'auront conservée les couiliures du cylindre et de la 
surface de révolution} car partout ailleurs qu'au sommet lieu du 
contact , ces surfoces ne seront même plus tangentes. 

Dans ces deux exemples , la sphère est la surface (S) , le cy- 
lindre la surface (/) , et la surÊtce de révolution la surface (S). 

Ces propriétés sont susceptibles de nombreuses appfications dans 
les théories de la perspective et des ombres : nous nous coutente- 
rons pour le moment d'en offîrir ime seule. 

Si , ^. 17 , on mène Aans la sur&ce quelconque ( S ) un plan PÂ. 
qui la coupe normalement au point V , et qui soit parallèle au plan ho- 
\rizontal de projection , toutes les courbes PB, PC , PD, qui seront 
tracées sur (S) tangentiellement en P à ce plan normal, se projettc- 
rwit horizontalement suivant des courbes PB*, PC,, PD» ( Toyez 
note IV), mutuellement osculatrices en ce point; quoique dans 
l'espace leur rayon de courbure diminue de plus en |dus à mesure 
que ce rayon s'incline vers le plan tangent. 

£t plus généralement encore : si l'on projette sur un plan quel- 
conque, fig. 18 (c'est ici le plan horizontal) , le contour apparent 

d'une sur&ce (S) , toutes les courbes PA,, PB,, PC,, seule- 

meat tu^eatefi eu F, au contout apparent P0„ se projetteroat 
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58 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

f»MÉHOffie. suivant des courbes PÂ», PB», PC, , qui toutes oscuieront 

en Pi le contour apparent PO* , quelle que soit d'ailleurs et leur: 
forme, et leur position, et la grandeur abs(4ue de leur couiliarq 
dans l'espace. 

Enfin, ces mêmes propriétés- existeraient encore, si, au lieu de 
projections par ligues parallèles , ainsi qu'on peut les employop 
dans la détermination des ombres produites par la lumière so-^ 
laire , il fallait se aerrir de projectiona coniques, comme ceb « 
liqu dans la perspective , et les ombres produites par des pointa 
lumineux à distance finie des. corps éclairés. « Toutes le» coorbea 
qui , sur le corps éclairé , seraient simplement tangentes à lenn 
contour apparent, lorsque ensuite on les aura pro)etées ainsi sur 
des surfitces quelconques , y seront oacvlatricea de la proiectkm du 
contour apparaît. » 

Concevons maintenant une aurfitce générale (S), fig. ig, et 
traçons sur elle la courbe quelconque /wP>; coDcevons le cercle 
PA osculate]jr de cette courbe eu un point P, et par ce cercle 
une sphère (2) tangente à la surface (S) au même point P. D'après! 
les principes que nous venons d'exposer, deux sections faites ar- 
bitrairement sur (S) et (2) par un plan tangent en P à PA ou à fiPy , 
seront nécessairement osculatrices. 

Donc , premièrement , toutes les sections d'une surface , tan- 
gentes à la même courbe, et par conséquent à la même droite^ 
en un pointV de la surface^ ont leurs cercles osculateurs sur une 
seule et même sphère t*^. 



(*) Dana la figure ao, nous aTons touIu rendre sensibles ces propriétés ds 
la sphère par rapport aux sections obliques et nonnales des surfaces que^ 
conques. La normale PT de la surface (S) est supposée parallèle aux deux plans 
de projection ; par conséquent, le plan tangent de (S) mené par le point P-, est 
perpendiculaire à ce^ deux plans. Donc aussi , l«s pointt P, , Pi «pnt sw 1<» 
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■liais il est évident qne le rayon descripteur même de la sec- iifti^moiab. 
t^on plane , fiiite dans la sfAière , est le rayon de com'bure de la 
section feîte dans la surfece (z) ; or , ai sur la ephére on iàit , à- 
partir du même point P, une section normale et ime oblique, 
tangentes en ce point, on am'a d'abord un grand , puis un petit 
«rcle; et fifi point P de leur contact, le petit rayon sera la pro- 
jection du grand rayon, sur le plaa du petit cercle : donc , si denX 
sections planes d'une surËice (2), Tune oblique, l'autre normale 
a la, surface en un point T , sont tangentes en ce point, le rayon 
de couriure de la section oblique sera, sut le plan de celte 
section, la projection du rayon de courbure de la section 



eontouia apparents Je (S)t et (S)i. Maintenant, par le point P mesoiu une tangente 
feorizontale PTi, mÎTant laquelle tou ferom pidaser d'^rd lue secâoii plane nor-^ 
aude , puis tontes tevseetioiu obliques possibles, pour le fowt P. Ces plans calmeront 
la surface (S) suivant des eomibea dont les projections PmMj, , PnNi , Pn'N'» seront 
quelconques , tandis gue les antres protections PM, , VU, , PN'. sont des lignes 
droites ; C» qni tloft Itt» , pnîsqtrt I«3 plans où ces coorites soilt tracées sont 
perpendlonlairesaa plan vertical de projection. 

Sait PmMk la section normale , et C le centre de son cercle osculateur PoA ; 
étapcis oe que- aoas ava» diScientré' , tonte smàvù oMI^ne' PN , PN', a pod eercle 
osculateur VbB,, celui dont le rayon Pc, est (sur le plan de la section oblique) 
la projection dii rayon PC, de la section normale. D'ailleurs, il est évident 
qne tons ces cercles PiB forment une spbère (Z) dont PiaA est le grand 
«ercTe. fll 

Or „ le petit cercle P&B„ ie projette borizontalement suivant une ellipse PbB» 
aont nous pouvons obtenir îsumédiateitieat le rayon de courbure *, car P est le 
■ommer du p«lit a» , ef le datti^^ud axe ic» est précisemeM égal an t'ayoa Pc, du 

cercle projeté. Donc le rayon chercSé = -=— t = p-....,. Mais dans le 

Pc' 

Van xts relKpf e P*B» est en' P précisément égal au rayon PC du cercle oscui- 
latmr de la section normale. 
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l' MÉMOIRE, normale. Telle est la loi extrêmement simple qui lie la détermi- 
nation des rayons de courbure des sections obliques des suiûces, 
à la même détermination pour les sections normales. 



k!,pir Nous aurions pu parr^iir à ce dernier résultat d'une manière 

Ict Mcnlatiicn du 

iMouddegrf. plus immédiate , en considérant la surÊce du second degré C^\ 
fig. 13, osculatrice en P de la sur&ce générale (S). En e^t, iiu;lin<Hi8 
les ordonnées de (j\ , sans altérer leur parallélisme, et sans que les 

points d'application cessent d%tre à la méane distance du plan (n) tan- 
gent en P à cçtte première surface du second degré; nous saTons que 
là nouvelle, ^^'\ produite ainsi, oaculera (^ J > et par conséquent 
la primitîre (S) , au point P. Par cette transformation, la section nor- 
male //P/ede (J'j deviendra une section oblique /«'P^' sur (^ j , et 
ces deux courises auront en P la tangente commune PT parallèle aux 
diamètres égaux'ftA^j/'X- cela est évident. Mais et étant le centre de 
f ^ j et et' celui de (zj* ^^^ rayons des courbes du«econd degré 
fiffi çt^'Pju.' seront, ainsi que nous Tarons fait voir, Pr^:^'j 
Pr' se ^wV; et, puisque etfi^at'ft', on voit que ces deux rayons 
sont réciproquement entr^eux comme Pai et P»' j c^est-ànSire, que 
le rayon PT' de la section oblique sera le rayon de la section 
normale PT, projeté sur le plan de cette section ^Uique. Enfin, 
comme ces deux sections de f ^J ^^ \) ^^^^ osculatrices aux 
Qections £tites par les mêmes plans sur la sur&ce générale (S) 
( puiaqu'elle-même est complettement osculée par ces deux suf- 
Ëtces ) , nous devrons en conclure la relation des sections obliques 
sux sections normales, à laquelle nous' sommes parvenus par deâ 
cpnsidératioQs plus longues, mais plus générales , et qui remplis^ 
^ent d'autres jvies. 
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S IV. 

Thkirie des lang-enles conjuguées. 
Jusqu'ici nous n'arons , pour ainsi dire , considéré les- surËiGes con«A!rad<mimrki 

'• pUni tangenttitelt- 

que dans leur forme intérieure. Nous les aTons coupées dans tous wt» kucooibun 
les sens possibles» et nous avons déterminé tout ce qui pouvait 
être relatif à leurs sections diverses, à leurs normales, à leur . 
coorbure. Mais , si la courbure des surÊices peut être égaleiçent 
connue par la flexion plus ou motus grande, des courbes tracée& 
sur elles, ou par l'inclinaison successive des nonuales l'une sur 
l'antre , elle peut rêtre de même par la détermination des diverses 
positions dont sont susceptibles les plans tatjgents, sur la surËice 
qu'ils touchent Nous venons, si )e puis parler ainsi, d'anatomiser 
bas sur&ces et de les décomposer dans leurs dernières parties;) 
jendons-leur actuellement leur forme entière, et voyons de qudle. , 
manière nous pourrons marcher . sur ^s dai^ les direction 
successives de leurs plans tangents. 

Concevons que par un point quelconque p d'une surface ( S ) , BMfBrftcMd^tdop- 
ti%. ai, on mène le plan (IT) tangent à cette surface, et que sans quit- Hirarf^Tdo^ 
ter ce plan on veuille passer sur le plan immédiatement consécutif "• Mu^biirc. 
(n') tangent à ( S ) au point j:?' pareillement consécutif à P, on ne 
pourra le Ëtire que suivant l'intersection P'A' de ces deux plans; 
de même pour passer du plan (13') à celui (II") tangent à (S) en p' 
consécutif-à p'y il faudra marcàer sur l'intersection F' A" de ces 
deux plans , et ainsi de suite. Le système des intersections PT', 
I*"T', P'"T"',... formera, comme on sait, une surfece flevelop- 
pabie , et fl est évident que la fornie de la surface (S) aura, avec 
celle de la développàble, et de leur courbe de contact PP'P"P'",. ..y. 
UOe rçlatiou nécessaire; puisque la détermination de la première 

■ 6 
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de ces gracdeurs graphiques et d'une des deux autres, entratoe 

forcément celle de la troisième. Cherchons donc à conositre plus 

particulièrement en quoi peut consister cette relation : nous désv* 

gneroDS ordJnairemenCpar (D) la surfâce développable circonscrite 

à la sur&ce (S) , et composa de toutes les tangentes PT, PT', 

FT',.... 

Rdaiion DAwtti* Soit mené à (S) , fig. aa, pw un de «s points P, la tangente 
nJ; S«iiidéfime PT, et concerons. to«tes les déTCloppablesC©), (D'), 
^d.ienrconr^^jj(/j^^ ([oi, drcooscrites à la st«&ce grâérale (S), ont seule- 
a imu. Ment en communrarête PT. Cùmpie développable (D) , (IV), (D"),.... 

aura avec (3) une courbe de comact Pf , P?', P?'', ; or, je 

dis que toute» ces courbes seront mutoeBement tangentes en P. 

En effet, Tarête PT d'une d^yel^ipable (D) est l'intersection de 
deux plaDS tang^lB (TT) , (n') iauaé^atement consécu^^*^ et cette- 
droite étant supposée rester la même pour tontes les déyeIoppd)le9 
(pK Ton cfmsidére, elles aureitt toutes^ les deux , mêmes i^ans tan- 
gents (n), (n'); et par eonséquent les points /^, ;/ de contact de ce» 



t* ) L'esprit de la méthode dea infiniment petiu est de reçarder tes surface* 
dÉveloppablea , circonscrites 4 des surfaces qnelconqaes , comme l'ensemble d'un» 
infinité de zones planes infiniment étroites ; alors lea aritea de la «nrface dévft» 
fopplble sont les intersectiona , et , si je pois parler ainsi , Tes sutuns de ce» 
aénes ; alors encore la surface développAle est, pora- la mrfaM à double coup- 
tiirei, ce- qu'est- poW une ligne Omrbe qoelsonqne', on polygone eîïconscrit, et 
d'u» iafiniti dé «teéa. 

On TWt par&itemeiil <p», d'^ès cetttf mamè» d» «âicewir la «nfoee déve- 
loppable ^>> fig. aa, diacnne des zone» plane» qui sont nnies par r«*te PT , 
touchant la surfcce générale en na point (sur la courbe de contaot de la aw- 
face générale et de la développable), deux zflnes immédiatement consécutives dé- 
ttrminenf deux points mfiniment voisins p,p' de la courbe de contact, et par consé- 
quent M tangente pfp't. Donc, pour toute) let mfiues déyeloppables possiblei 
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plans ftTiec fS), scoromt les mêmes pour toutes les (B). Donc toutes i« h6hois& 
fes courbes de coMot AOEoatsn conanui les ^ux points imm6- 
4iatemeBt oansécutiË p^ p' ; ckuic elles ae toucheront toutes i 
partir de ces points, ou de P : .ce ^«e .nous Toulioni ^âBDontrer. 

Si y par exemple , on suppose que tontes les déreloppables (D) 
doivent être coatqtœs; quelque poàtion qat prenne sur PT le 
eeutre du odoe , <qBoique la coui4>e de contact change de fotmo ' 
«toque fois avec k position da centre du ctoe , la tangente pPp't 
k toutes les couriws de contatit , ne cbingera pas peur cela. 

Les droites FT , Ff ont donc eatr'«Ues -une rekttioQ nécessure ; 
êBes sont telles que qmeckd Pose d'elles «st déternânée , f anfre l'est 
pareUlemeat : la poskion récipregue de «es droites doit dépend 
de la fimne de h surface (S ) «i F; et cônune aotu cherebons 
oenstfœnneBt à oemuftbre cette leme > ce «era dans-tme teHe re- 
t^ercbe un pas de ifiôt, que d'areir déterminé les relatioDs qu'ont 
entr'ellesles ai^es FT des déreloppaMes (0) , et les tai^entes Vt à 
itours lignes de contact sur (S). 

Supposons que FT, F'T, fig. aS , -soient â«EX «rêtes consécutires 
^ la -SBi<&oe déreloppable (I>) , et 'Soit FF'f la 'tangente à la 
courbe de contact; soit ensuite la droite P,P't,menée'par les seconds 
{Kiinl» P, et p; , que tes ar<6tea PT, PT ont de commun ûtcc la 
«uTËice (S) ; cette droite coupera éridemment PP^. K donc <»i re- 
-garde ces deux droites coBirae les arêtes d'une coarcUe snr&ce 
^vekppabte (A), la dr(»te PFjT deiiendra la tangeiAe à la -courbe 
de coiRact de (â) sra* 1^}. Doacles deux drc^ea FT, Pf -sont ré<»- 



.(D).CEf), (^),...^, dieoBtcntH A la niifiMa<S),ct ^ ont «n eoi»iwa 
l'arête PT, les cosrhea ^ contactPf., Pf', Pf'.,,. «ont tanguitw «d P. 

Je anis entré duis cei détails qa'on tFOnrera pent-tev atipeiltiu ; joth c'eit jfia 
d'aller an devant de tonte objection qni pût avoir même nue apparence de fonde- 
ment, et de prérenir , dan« I'«sprit des ïtirrea, des doutes qui les airAtent et 
qiuuputns ns déguûlcnt- 
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44 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

i** MÉHOiBE. proquement arête ettai^ente des surÊces déreloppables (D),(â),et 
de leurs courbes de contact sur (S) : nous les nommerons pour ce 

Tuigenie* coDja- ^ ' » 

gaétt. oâotif tangçntes œnju^uees , et plus bas , nous présenterons encor» 
"°"' d'autres raisons de cette dénomination. 

utiiia de leim La cousidération de ces tangeittêf coji/u^uéés pourra devenir 
d'un très-fréquent usage dans les opérations de la géométrie des- 
o-iptive. Ainsi, par exemple, il e^ iàcile de voir dans les théo- 
ries de la perspective et des ombres, que la direction du rayoa 
visuel ou du rayon lumineux, et ceUe du contour apparent, ou de 
la ligne séparation d'ombre et de lumière , sont , pour dhaque point 
de ce contour ou de cette, ligne, les directions d'un système de 
tangentes conji^ées. La connaissance des rapports qui lient les 
tangentes de semblables systèmes , conduira donc immédiatement 
à la détermination des éléments les plus déUcata des ombres et da 
kl perspective. C'est ce dont nous oflrirons plus tard un exempla 
remarquable , en nous proposant de déterminer sur la vis rectan- 
gulaire , la ligue de séparation d'ombre et de lomière. Mais la coupe 
des^ ]ûerres et la catopbique nous offriront des applications plus 
remarquables encore. 

. ■ Offrons un autre exem[de. Lorsqu'une batterie rasante est placée 
sur une colline, la ligne magistrale ou là direction de la batterie 
est la courbe de contact d'une surlàce développable, circonscrite 
au terrein de la colline , et qui va tracer en avant la ligne de 
démarcation des points soumis au &n de la batterie , et de ceux , 
au contraire , qui s'en trouvent défilés par la seule configuration 
die la collîfie. La ligne des feux dirigés sur cette développable, et 
la direction de la batterie , forment précisément un système de 
tangentes conjuguées sur la surface de la colline. Donc, cette ligne 
de feux étant connue , pour enfiler la batterie par d'autres feux , 
ilÊtudra se diriger sur la tangente conjuguée à cette ligne. Je n'offre 
cet exemple que poiu: rendre mes idées seosibles ftux officieira 
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THÉORIE. SECTION I. 45 

Ëtiniliaiisés ayec les considérations militaires , parce qu'une tdie i« uÉMomt; 
méthode; ne convient jamais qu'aux recherches du cabinet , ou 
bien à des tracés &it8 à loisir; mais à la guerre , il Ëtut suivre 
une toute autre marche. Revenons à notre théorie. 

Si à la sur&ce (S), &g. a4, on substitue Tuoe (s) de ses oscùla-LnmproptiiftAtd*- 
trîces en P , les points immédiatement consécatife P et P' seront aTi^^a ^'I! 
communs aut deux surËtces ; les plans tangents en ces points à (S) i^a^"'t^J|dco&! 
et (i). seront les mêmes; et par conséquent aussi Taréte FT in- q»»- 
tersection de ces plans : donc la surface (s) aura la même arête 
PT que ( S ) pouf toutes les développables (d) , (tf ) , (rf") qui la 
circonscrivent, lorsque la tangente PP7 sera la même pour les deux 
séries de sur/aces (D),(D'), (!)"),•••• et (d)j(d'),(d'%.... 

Nous pouvons donc , dans la recherche des rapports qui lient D,!duiiM dn «mi^a 
entr'elles les positions des tangentes conjuguées , substituer à la ^^Îh^''^^'^ 
sur&ce générale (S), l'une quiconque de ses osculatrices. Et ««"ddi^ré. 
comme nous avons feit voir qu'une infinité de celles-ci pouvaient 
être du second degré , il nous sufiira d'observer quelles relations 
ont entr'elles les tangentes conjuguées sur les surfaces du second 
degré , pour connaître ces mêmes relations sur les auriàces les pli^ 
générales. 

Afin de rendre nos recherches plus simples , si nous observons 
que quelle que soit la sur&ce développable (D) ayant PT pour arête , 
Vt n'en est pas moins sa tangente conjuguée , nous supposerons . 
cylindriques toutes les développables dont nous allons circonscrire 
les surfeces du second degré ; et les résultatd auxquels nous 
parviendrons-, n'auront rien perdu de leur généralité par cette 
hypothèse. 

Si une droite, constammtfnt paraUêle à sa position primitive, 
ise meut de manière à restçr dans chacune de ses positfons, tan- 
gente à une même surface du second degré , patte droite, dans son 
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46 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iM-MÉMODie. moaremént, engendrera on cyliodre circonscrit à la sarfiice do 
second degré ; leur courbe de ccmtact eera plane, concentrique à 
cette fiur&ce, etc. : enfin, l'axe du cylindre sera pour la sur&ce du 
second degré, le diamètre conjugué au plan de cette ooorbe. 

Soit donc, fig. a5 , une surÊice quelconque f^j du second degré , 

O son centre, fjOf Taxe du cjUndre, et AP^ la couri>e de contact 
des deux surfaces. Far un point F quelconque de cette courbe , 
menons Tarête PT du cylindre , et la droite Ft tangente au même 
point a la courbe de contact, ces deux droites PT, Ft seront c« 
fpie nous avons nommé deux tangeiUes conjuguées; elles ibnm* 
ront un système de tan^ntes conjuguées. 

Cela posé , si par le centre O de la «tirÊkce nous menons le 
idiamètre AOB conjugné à POE, relatirement à la courbe de con- 
tact APBE , £e diamètre sera parallèle à la tangente Vt-, c'est la 
première propriété des diamètres conjugués. Mais le cUamètre ftOf 
étant , relatiY«ment à la surfitce du second degré (^\ , conjugué à 

la courbe de contact APBE ; AOB , juOr sont eyx-mêmes deux 
diamètres conjugués de la section A^uBr paraBèle âu plan ( n ) 
tangent à la fois en P au cylindre et à la surËtce du second 

degré. 

AnaiTM in h Mtnfl Si maintenant BOUS trannrartons la coiidbeAuBr snr le plan (nV 

bote de* nnfosM . . ,' , ., f 

qDdconqaei nme- ct pftraUélement a aa position prmiitire , de mamere que le centpe 
d^ii^d'X*"^ O se place au poiot P, les ^ux diamètres conjugués /aO», ADB 
^^^^'cotj^ ^^^^'^ re^ctiTement parallèles aux deux tai^entes conjogoées , 
fait Mut In un- s'appliquofmt surtilles; et cos tangeitf es deneedronties diamètres 
de GCf wrfacct. coi^ugués d'une courbe AV^'' ^^ ^ A^r, «t ^emblabLenent 
placée dans l'espace. 

Si l'arête PX avait pria sur je fias taongent (il) anc «otre â'ection 
PT', sa fangaUeconjyguéeVtf aurait plia également mie-avtre pMt- 
tioa , mais s'auceit pas cessé de ,fooQer arec elle ua v^iUiae jdo 
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diamètres conjugués d< la eourbe AVBV. Done, lorsqoe Faréte i*' mémoirb 
PT devient l'un des axes de la courbe A'fi'B'f'y Vt devient l'antre 
axe j et les tangentes conjuguées sont alors les deux tangentes 
des UgBes de plus grande et de moindre eourbnre de la sur^K» : 
donc aussi les rayons de courbuce des deux secfk»!» nonnales 
dirigées suivant les tangentes con)ugi]^es orthogonales , 8<ait les 
rayons de plus grande et de moindre courbure de la sur&ce. 

Nous avons représenté dans les figures 36 et 37, le système 
de ces tangentes conjuguées : «Pé , ^Fv sont les axes de la courbe 
du second degré ; ce sont les tangentes aux deux lignes de coor- 
bure qui se croisent en P à angle droit; «'Pf, /«'Pc' et a'Tfi",. 
fA"Pr" sont deux autres systèmes de diamètres conjugués qui cor- 
respondent à deux systèmes de tangentes conjuguées. 

Mais tous ces résidtats^ ainsi que nous l'avona pronvé cPavanee, 
5ont également applic^les aux sur&ces les plus générales. On voit 
donc , enfin, qu'en chaque point T d'une sur/àce, quelle qu'elle 
aoit, la forme de cette surface sera tôu/ours telle ^ qu'onpourra 
trower une courbe du second degré , qui placée sur le plan 
tangent en V, ait ce pmnt F pour centre ^ et présente dans, 
chacun de ses systèmes de diamètres conjugués , ua système 
de tangentes conjuguées de la surface générale, 

^lors le système des diamètres conjugués rectangulaires , c'est- 
à-dire j cebù des axes, sera le systéme de deux tangentes conjur^ 
guées^ res^echpemént tangentes en P aux lignes de plus grande 
et de moindre courbure, etc. 

Voilà principalement les raisons qin nous ont ftûi donner aux 
arêtes PT des déveloi^ables (D), et aux tangentes P£àla courbe 
de contact de ces développables sur la sur&ce géiiérale, la déno- 
mination de tangentes conjuguées , que d'ailleurs la réciprocité de 
oes ^nes eût suffi seule pour motiver. 

Noa»saTon8 qae CM, fig. s5, étant latfistanceiteplan tangent 
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48 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

?" MÉMOIRE- gQ centre de la soF&ce du second degré f^j osculatrice de la sur- 

fece générale (S) , ie rayon de courbure de la section normale de 
(S), faite suivadt la direction quelconque P/*', est .égal à ^g-^ 
la courbe A'f/fB'r' étant égale à la section faite parallèlement à 
son plan, et par le centrée dans la surïàce (^\ Mais Pjtt' et 

PB' étant deux demi-diamètres conjugués d'une courbe du second 
^ degré , la somme de leurs quarrés Vf/f' + PB'» est constante quel 

que soit le système des diamètres conjugués. 

IVous pouvons donc conclure généralement , et pour chacun des 
points d'une surÊice quelle qu'elle soit , que la somme des rayons 
Je courbure des sections norm<^les à la sur/ace en ce point , 
prises deux à deux , et dirigées suivant deux tangentes conj'ur- 
guées , est constante , et égaie à la somme même des deux rayons 
de courbure de la surface au point <jue Von considère. 

DermdkuriM. Suivâut qne la courbe A'/u'B'v'A' sera d'une forme différente, la 
surSàce ( S ) elle-même variera dans la formé de sa courbure au 
point P; et l'on épuisera toutes les formes de courbures possibles, 
en supposait successivement à la courbe du second degré A/uBvA 
toutes les formes dont elle est susceptible. Ainsi , la seule discus- 
sion des courbes du second degré nous indiquera tout ce que peut 
présenter l'examen de la courbure des surtaces quelconques : voilà 
pourquoi , en considérant cette courbe relativement à la coud^uro^. 
de la surface (S), nous l'appellerons indicatrice. 

Elle wt «mipii*«- Appliquons donc , d'une manière générale , celte discussion des 
fo^ed!ri»wM- courbes du second degré, à l'examen des formes que présente 
bur,<u.»ri««. j^ courbure des surfeces. ' . ' 

Ea tjm&T^. Toute courbc du second degré , fig, a5 et a6 , ayant un centre Pj. 
est symétrique par rap^rt à sep deux axes *PÇ, f^Pr, De maiù^«^ 
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THÉORIE. SECTION I. 49 

que ses quatre parties comprises dans les 4oo* qui remplissent l'es- t<r biêmodie. 
pace autour de ce point, sur le plâu (n) de cette courbe , sont deux 
à deux symétriques et deux à deux superposables.. 

Donc aussi la courbure des surfiices , à partir d*un seul et même Sjm^trU ia u cour- 
point P , est toujours symétrique par rapport aux deux directions 
de plus grande et de moindre courbure ; et les quatre éléments de 
la sur&ce compris entre ces deux directions y sont deux à deux 
symétriques et deux à deux superposables , de manière que les 
parties superposées ont entr'elles un contact du second ordre. 

Car à chaque demi-diamètreJ'compris dans un quart du plan(n), 
correspondent trois autres demi-diamètres /', A , A', symétriquement 
placés avec lui par rapport aux axes, et tels que eJ*^/'^ A=A'. 
Donc les rayons des sections normales Ëiites suivant la direction 
de ces demi - diamètres , seront proportionnels aux quantités 
/*£= J^''^ A* = A'* : ils seront donc égaux, et les quatre parts 
de la surfece, superposées, seront mutuellement -oaculatrices. 

Considérons maintenant les propriétés des courbes du second 
degré , qui sont particulières à chaque espèce de ce genre. 

En général, une courbe du second degré , dont le centre F nous Le* «nrfam pi^sm- 
çst donné, ne peut être qu'une ellipse ou une hyperbole. Elle peut ^ di^ncST j« 
cependant être une parabole : alors elle se présente sous la forme de ""*"'*■ 
deux lignes droites parallèles équidistantes de leur centre. (Nous w^""*'"^ *"""*' 
examinerons en particulier ce cas remarquable. ) diipd((uc.,prf«n- 

Si la courbe indicatrice ctjuCf , fig- a6, est tme ellipse , fous les dia- «ourbuit* d*i» i< 
mètres sont réels, tous leurs quarrés de même signe, et tous les d-namftwp^T 
rayons de courbure des sections normales de la surface (S) , dirigés 
par conséquent dans le même sens : enfin , la somme des rayons 
. des sections dirigées suivant deux tangentes conjuguées, est cons- 
tante' et égale à la somme des rayon» de courbure de la s\ir&ce 
même au point P, 

7 
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5o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

{.rHÉMOiBE. Mais lorsque la courbe isdicatrice est une hyperbole, fîg. i<j} 

Second gtnrt. partie de ses diamètres sont réels et tous leurs conjugués imagi- 

^T°"Arfiq.«M''rt'-'^^""**' P^''® ^^ rayons des sections normales, positife ; partie 

■cnunt <»n»»«™-négatifej un rayon de courbure de :1a surfiM», est d'un côté 'du 

tnjre.', leur» cour. plan tangent, le second rayon est de l'autre côté : deux rayona 

de sçctions normales conjuguées , sont toujours de cotes opposes 

par rapport au plan tangent : enfin , c'est leur difiËérence au lieu 4& 

leur s<Hnme qui devient constante , et égale à la difierence , au lieu- 

de la somme des deux rayons de courbure. 

Les surfaces sont donc susceptibles de présenter deux geni*es 
de courbure bien dlstinctâ : dans le premier , les deux courbures 
sont dans le même sens; elles sont en sens contraire dans le 
second. Une partie des rayons de» sections normales est dans ud' 
sens , et les rayons <|e leurs conjuguées passent à la fois ou da 
même côté du plan tangent, ou de l'autre côté, dant le premier 
ou daus le second -genre de courbure : de sorte que suivant l'ùii 
eu l'autre cas , c'est ou la somme ou la différence des rayons de» 
sections conjuguées qui devient coostante et égale à la somme ou 
à la différence des rayons de courbure au même point. Les sur- 
&ces du premier genre sont osculées par des ellipsoïdes , et par des 
byperboloïdes à deux nappes ou elliptiques, les sur&ce*8du second 
genre le sont par des byperboloïdes hyperboliques on à une nappe. 

Remarquons y en passant, que Vindicatrice est tellement propre à 
indiquer, à caractériser la forme de la courbure des surfaces, que, 
sans connaître cette courbe, les dénominations les plus heureuses 
qu'on ait trouvées , s'identifient arec celles que la considération de 
cette coiu'be nous a conduit à choisir. En eflèt , l'ellipsoïde et l'hy- 
perboloïde elliptique jouissent l'un et l'autre de la propriété d'avoir 
dans tous leurs points leur indicatrice elliptlquej tandis que le ' 
paraboloïde et l'hyperboloïde hyperboliques, ont dan» tous leurs 
points leur indicatrice hyperbolique. 
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ArFétons-noQs un moment sur ce dernier genre. Lorsque l'in- i« mémoihe. 
dicatrice est une hyperbole , les deux asymptotes de cette hyper- ^'.^^^ ^' 
bole sont pour la sur&ce deux lignes infiniment remarquables. 
Et d'abord, chacune d'elles représentant seule un système de deux 
diamètres conjugués, transportée sur la surfece^ elle représentera 
seule un système de deux tangentes conjuguées. 

Par conséquent, dès qu'une sur&ce développable (D) sera cir- Lm»p«>piMià. 
consente à la surËtce générale (S), et qu'une de ses arêtes sera 
dirigée suivant une asymptote de l'indicatrice , la courbe de con- 
tact de cette développable et de la sur&ce générale, sera tangente 
à cette même asymptote an point qui lui COTîespond sur la surËtce 
générale. 

Ainsi la ligne séparation d'ombre et de lumière se confond avec le Ap^eatiom. 
tayon lumineux, partout où les deux courbures du corps éclairé, se jax ombm. 
trouvant en sens contraire, ce rayon est dirigé suivant une asymp- 
tote des indicatrices du corps éclairé. 

Et le contour apparent d'nn corps mis en perspective sur une AUperiptctiTe. 
surËtce quelconque , se confond pareillement avec le rayon visuel, 
quand ce rayon est dirigé suivant une asymptote des indicatrices 
du corps représenté. 

Les sur&ces hyperboliques du second degré , c'est-à-t&e , celles au nirf*M< au w 
dont les deux courbures sont dirigées en sens contraires , offrent ' 

à cet égard des particularités remarquables. Le plan tangent cou- 
pant nécessairement les surËtces dont les deux courbures prin- 
cipales sont opposées , le plan tangent aux sur&ces hyperboliques 
du second degré les coupera suivant une ligue du second degré , 
à laquelle seront tangentes les deux asymptotes de l'indicatrice. 
Or , une ligne du second degré ne peut avoir deux tangentes en 
un seul point, sans se confondre avec ces deux tangentes : d'où 
résuUe cette belle propriété des sur&ces hyperboliques du second 
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53 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

I" MÉMOIRE, degré : par chaque point de ces surfaces , passeTit toujours âeiùe 
droites tout entières placées sur elles. 

Mais les deux asymptotes soat symétriquement placées par rap- 
port aux deux axesj donc, dans les surfeces hyperboliques du 
second degré , les droites d'une génération font ûvec les lignes 
de courbure , un angle égal à celui que les droites de l'autre 
génération font avec les mêmes lignes ^ dans l'aire du plan tan- 
gent supplémentaire à celle occupée par les premières droites. 

Enfin, ai Ton plaçait un point lumineux sur une de ces sur- 
Ëiccs, les deux rayons dirigés suivant les deux droites généra- 
trices qui se croisent en ce point, seraient partout tangents à 
la ligne séparation d'ombre et de lumière : elles seraient donc 
cette ligne elle-même; et la suriàce serait ainsi divisée, par elles, 
en quatre parties alternativement éclairées et dans Tombre. 
utoaiaDxcMsEa^ RcvenoDS aux surfeces générales. Chaque asymptote del'indi- 
°^ catrice , avons-nous dit , représente seule un système de tangente» 

conjuguées ; chaque asymptote est infinie : tous les rayons oscur 
lateurs des sections obliques et normales dirigées suivant les asymp- 
totes, sont donc eux-mêmes infinis. Donc les asymptotes de l'in- 
dicatrice ne sont pas simplement tangentes à la suriàce , elles 
l'osculent j et toute section oblique ou normale Êùte dans la sur- 
face par une de ces asymptotes , est osculée par la même asymp- 
tote : cela est évident. 

Cette direction où la courbure est nulle et les rayons infinis ^ 
est précisément la limite des courbures positives et des courbures 
négatives. 

De* dïjtt «rtubM» ï***'^ completter ce que nous avons dit sur les surfiices dont les 

^''"* deuï courbures sont dirigées soit dans le même sens, soit en sens 

opposés, il nous faudrait encore examiner un cas extrêmement 

remârqu^le ; c'est celui où les deux coiu'bures devicnueut ^ales. 
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Mais comme nons aurons à le discuter avec détail dans les II* , i«t MÉMoma. 
III* et IV' Hémoires de cette partie théorique , nous croyons ne 
pas devoir présenter encore les propriétés de la courbure des 
anr&ces qui appartiennent à ce cas , afin de n'avoir pas trop sou- 
vent à nous répéter dans le cours de ces Développements. 

Contoïtons-nous de dire actueUement qu'on reconnaît les points Afcw«nBMc«iiM«» 

nn cercle , oa ans 

OÙ l'égalité des deux courbures a lieu, dans la première espèce de hyperboUi^mi^. 
surfaces, parce qu'alors l'indicatrice devient un cercle; et dans la 
seconde espèce, parce qu'alors elle devient jjne hyperbole équila- 
tère. Par cette dernière hypothèse, la surJEàce n'est plus simple- 
ment partagée en quatre parts symétriques et superposables deux 
à deux , mais en huit parties symétriques , superposables quatre à 
quatre : les 4oo* de l'espace compris sur le plan tangent autour 
du point de contact, sont divisés eu huit parties de 60% similiformes, 
par les deux asymptotes de l'indicatrice. 

Maintenant, il nous reste encore à considérer une espèce de sur- 
faces qui Forme , pour ainsi dire, le passage entre les deux genres 
que nous venons d'examiner. La courbe indicatrice , au lieu d'être 
une ellipse ou une hyperbole, peut être une parabole. 

Or, pour qu'une surÊice du second degré soit telle qu'une sec*E.p*Mint«B.édisît*, 
tion BM, fig- a8 , paraUéle au plan (n) tangent en P, soit une S^'^^ïi^Ht 
parabole, il iaut que cette surfece soit un cône ou un cylindre Wj ^J^^ ^^mT- 
tout autre paraboloVde ne pourrait satislàire à cette conditioo, ™ri'"««<«wiopp^ 
L'arête PTt de ce cône ou de ce cylindre est parallèle à l'axe ou 
au diamètre fir des sections paraboliques parallèles à (II) : donc 
la surface générale (S ) dont l'indicatrice est une parabole , est 



t*) Le système de denx droites parallèles est nne jiarabole ; et le cylindra 
lui-ikâiiu est ua oàne. Aîmi > aons aurions pu nous dùpoitaer d'en faire mention.' - 
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i" MÉMOtKf. oaculée par un cdoe ou un cylindre. Alors les deux taugtates conju- 
guées PT , Pf se réouissent eu une seule droite FTt parallèle à Taxe 
de la parabole : c'est l'aréte même du cône. Cette tangente unique 
osculç la Bur&ce générale (S), au lieu de la toucher simplement; 
par cooséquent, la surface géo«rale est déreloppable aatour de 
celte tangente , à partir du point de contact. 

Ainsi les surfaces déreloppables sont le degré intermédiaire qu'il 
kat frandiir pour passer des surfaces dont les deux courbures 
sont dans le même sens , auï surËtces dont les courbures sont en 
sens contraires; et , dans ce point de passage , l'une des courbures 
devient nulle : c'est ce qui a lieu parce qu'on doit passer du po^ 
tif au négatif. 

Quelque compliquée que soit en apparence la discussion générale 
de la courbure des surfaces, on peut donc toujours la ramener au 
seul examen des courbes du second degré , dont les divers éléments 
nous sont connus dans. tous leurs rapports. 
coBitracOondciuii- Supposons qu'ou projette obliquement la courbe indicatrice, de 
P^mouï^t manière à ce que sa projection soit un cercle j et cela est toujours 
"""""■ possible lorsque cette indicatrice est elliptique. Les diamètres con- 

jugués se projetteront à angle droit, puisqu*ik deviendront conju- 
gués à un cercle. De là nous concturons cette proposition générale: 
a Sur une sur&ce quelconque (3) , fig. aS , et pour chacun de ses 
» points P où les deux couriïures sont dans le même sens , on peut 
» toujours trouver dans le plan normal de moindre courbure de 
» la surface, deux droites PV", PV, symétriquement placées par 
x> rapport à la normale en ce point , et telles qu'en regardant ou Tune, 
» ou l'aub'e comme l'intersection constante de deux plans ortho- 
» gonaux mobiles , ces deux plans , dans chacune de leurs positions 
» simultanées, couperont te plan tangent en P, suivant deux tan- 
» gentes conjuguées de la surËtce en ce point » Telle e^t la relation 
que nous cherchiona à rendre sensible par una descriptioD géor 
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métrique. Cette propriété est remarquable par Tusage dont elle it, mémoire. 
peut être dam la catoptrique. Mais dans TappUcation que uous 
ferons à cette science , des principes de la courbure des surfaces , 
nous la présenterons sous on nouveau jour ; et nous développerons 
darantage la théorie des tangentes conjuguées , qu'on verra servir 
de ËHidenMHit à presque toutes les applications qui seront l'objet 
de la seconde Partie de ces Mémoires. 

La lôrme des sur&ces , à partir de leurs divers points , ne peut AHJicstion d« pto- 
être doniKe que par la connaissance des lignes courbes qui , tracées la conjugua» k u 
sur elles , vifoinent se croiser aux points que l'on considère. Ainsi, d^udeiTconi- 
nolis avons prouvé au conmiencement de ce travail, que trois couiiies ^"^ ^ «urfac*». 
étaient nécessaires , et suffisaient à la détermination complette de 
la courbure d'une sur&ce qui les contient, au point F qui leur est 
commun. Nous sosames en état maintenant d'éfièctuer cette dé- 
termination, et c'est ce que nous allons nous proposer de &ire. 

Soient P.i, Fs, F5, Gg. 39, trois courbes tracées sur une surÊtcê 
quelconque (S) , et PO , PO , PO leurs rayons de courbure «n P. 

On regardera' ces rôjons comme projetés par trois parties F», F», "Pa 

de va. , normale à la surfoce ; celles-ci seront les rayons de cour- 
bure des trois sections normales de (S) , tangentes en P aux courbes 
données Fi , Pa , F3. On prendra sur les tangentes PA, PB, PC de 
ces courbes, les points A, B, C, tels que FA*, PB', PC' soient 
proportionnelles aux rayons Fw, Fa, Pw. La courbe du second 

At^ ayantPpoor centre, et passant par les points A, B, G, sera 
prédaémentpour le pcànt P l'indicatrice de la surfiice (S). Les axes 
de cette courbe seront les tangentes aux lignes de courbure , ce 
qui en fera connaître la direction ; les rayons de ces lignes , comme 
ceux de toutes les sections normales , seront déterminés au moyen 
des diamètres de la courbe A , B , C, et de ses axes : dès-lors , on 
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it MÉMOIRE, aéra donc en état de coimmtre aussi la courbiure de telle section 
oblique qu'on voudra. 

£(empiBostrtp*Tiw Ijb9 fonues des Taisseaux nous sont données dans leur devis 
âtt lauMaux. OU IcuT trace , d^abord par un premier système de courbes Terti- 
cales appelées couples; ensuite par un second système de courbes 
obliques et longitudinales appelées lisses ; eo6xi , par un dernier 
système de lignes horizontales appelées li^es d^eau. La forme 
• de la surface des Taisseaux en chaque point , est donc 'indiquée 
par trois lignes courbes qui s'y crpisent j et comme ce nombre 
«st celui nécessaire à la détermination de la courbure des sur- 
Ëtces, nous pourrons toujours immédiatement, arec ces seules 
données , déterminer sur la surface des vaisseaux , et pour quelr 
que point que ce soit, la dir,ection des lignes de courbure et celle 
des tangentes conjaguées; la grandeur des rayons de courbure de 
la sur&ce et celle de toutes les sections possibles, obliques ou nor- 
males. Il semble que ces diverses déterminations peuvent, dans 
plusieurs circonstances , devejoir d'un assez grand intérêt 

Lorsque nous avons considéré les surÊices développables nor- 
males aux suriàces générales , nous avons vu qu'elles avaient , 
avec les lignes de courbure , des relations nécessaires très-remar- 
quables. Maintenant que nous avons considéré de plus les sur&ces 
développables circonscrites ou tangentes aux surfeces quelconques, 
il est naturel de rechercher si cçlles-ci ne présentent pas également 
quelques propriétés particulières , lorsqu'on les suppose appar- 
tenir aux lignes de courbure de la surËice générale (S) «c'est-- 
à-dire , la toucher suivant ces lignes de courbure : c'est aussi ce 
que nous allons foire. 

Sa mrhcfAitdop. Lorsqu'cu chaque point J> de la surËice (S) , les deux tangeptes 
UTiignciOccgiu- conjuguées <jai sy croisent ^ angle droit, sont tangentes aux aeu^t. 
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Itgites decourlïdrc de la sûr&ce en ce point, il s'ensuit que si oo '*' 
regardé une 'ligne quelconque de courbure comme la courbe de 
coAtact d'une surËuie développable (D), circonscrite à la surËice 
làiérale (S) ; toutes les arêtes de.(D) seront normales à la ligne de 
courbure , lieu des contacts , et tangentes aux lignes de Za seconde 
courbure en chacun des points de la ligne de première courbure; 
Et réc^roquement : dès qu'une sur&ce déreloppable circonscrite à 
une surËice quelconque aura ses arêtes normales à la cotuiie de 
oontact^ cette courbe sera l'une des lignes de courbure de la surËice 
gâiérale , et les arêtes de la développable seront tangentes à 
toutes les Ëgnes de la courbure dont n'est pas la ligne lieu des 
contacts. 

Il suit encore de là que l'arête de rebroussement de la dére- 
loppable (D), sera la développée de la ligne de courbure commune 
à (D) et à la surÊice générale; et la portion de l'arête rectiligne com- 
prise par le point P et l'arête de rebroussement , sera au point P. 
un des ra^ns de la ligne même de courbure. 

Ce rayon et le rayon de couri)ure de la surËice générale ap- 
partenant à la même l^e , suffiront à l'entière détermination de 
la courbure de cette ligne. Si Ton joint par une droite les centres 
extrémités de ces deux rayons , elle sera pour le point Pie lieu de 
tous les centres de la ligne de couriiure que Vaa considère. En menant 
le rayon normal à cette droite , il sera le plus petit de tous , et 
le plan mené par lui et par le point P tangentiellement à la ligne 
de courbure , sera au même point le plan osculateur de cette 
courbe. 

On ne considère ordïnaironeat que les deux rayons de courbure 
placés snr la ntirmale des sur&ces , et on leur a donné exclusive- 
ment le nom de rayons de la surface. Les deux autres rayons qui 
sur le plan tangent appartiennent spécialement aux lignes de cour- 
bure j sont cependant intéressants à connaître relativement à k 

8 
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i«nÉxont£. forme de là snrbce; et leur ccnuidBnition, qm d'affiemptot to« 
utile, jette beancoiç de jota- SOT laâiéovicde la c wH r h Bra des sur* 
feces. Mais nous ne nous étendrons pasactaeUunent sur eet ot^i 
parce que nous y reviendrons eos*^ (dai» ht seconde SecUoci, 
Théorie ) , lorsque nous chercberons à détcnniDer sar les snr&ces» 
leurs lignes de courbure tout endére» et, les Buribeesd6v%Ioppables 
qui en dépendent ; seul traTail^ qôi noua, reste à faire aprte areir 
déterminé, pour ehaqufe p<Mnt, tous les étémests de la.cotirbure dee 
surfilées. 
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NOTES PRINCIPALES 
t>V mEmER mÉMOIKE. 

( Pour Ae pas trop charger le texte de cet Ouvrage^ nous ayùM 
cru doroir rqeter à 'la fin de chaque Blémoire ^ lee aotw les plus 
^teD(hMft,«t qaîpeareiU^tke Fobjet d'^iBe-ét«l&^M6Hile^} 



KOT£ PREMIÈRE. 

De !a continuité des surfaces, jporme générale qu'elles afectent, 
àj>artir de^chacun de leia-s poiîits. 

XjorsQOe nom coaaidA-ons les 'surfaces {Mr lesquelles tions yofon» tiétenninées 
les ibciDei des cequ, an siiqple -afpect , nons .accpiéroos me idée tris-nette -de 
Unriiatia««agii)fa«L;AhïsBÎ'aous voiiloBs,la.dé&nk-rîgoiireii3enient, noiu^iroa- 
Toat qnJil en-est kircoinnedn.coBimMicnBestrde.tavt«i les tb^ries-, ce qu'il y % 
depltu -(iffîIcilâ-4 expDsn;, ol^esriOKÎoiirs WspiMiîiiii |iiîiiiî[iiii Ainsi dans. les sui^ 
ËMes' divenas (pie non» owiisiei, -aoas-voToas •jpi.'i pntir'de chaque ^point F, 
Eg. 3d„ -flflBBipeaTOs <Aeaiài«r-JBr<lle« miTMlt uBt'ùdùnté<âa.directioits PA, PB^ 
PC/Mc>.'. .-Mab'iim» «e-pB p feasipas àipwrilo|q^Mar^^UACMdi:çeGdoD«,~i paitir 
da;pdfatipi«VB(Hsq«'P,-eeieBt-pltttAt'C(MUme'dcS'npaBB|[ftlJB-d'«n-ceatn s*- m; 
jdauiqNe 4es«rttis;paiti«S'dn"««mn>et'd'MB'«aoe mi de plaufloncdaesKOBceB- 
tf)qaes,-ete. ABS<i'«Taa»«e«s fitàfoir tpie îeprsnier •de<ets-cw OBipaatiaToir 
litfu, «tipar. ceiii4<tMid la>4ilfMe.«v4iraD Pide-pl*Q-U*^U>imiQu&t.sL«eD'«st 
«n'Admettant cpt'Â,jpartirdu.p«tat>B,>lMmiie sMtïoa plane de Jftiuafaw.oe iniisst 
•voir l^os 'd'une ttagoite. Valois d*U'sircett»hT^adi^erest-giift^E^eiReitt£aqdéa. 

Stq>posons d'abord qs'elle ne le soit pas , et qn'^ant tracé la couiiie pUnet^wif 
cttiqne, fig. 3i , PPTfP*. . . ^,<AialMqa8^MÛt dec«lte<!«wbe-,pui*terff«nespoa]re 
nirU ntee.plan Qp«ftMtn!«oailw'I^:F^'> P!>' ^lA-wa^bot, (^ »'4teadMt 
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m BIÉHOIREL '^^ ^^^"^ I^ deux âimearioQS'PP^ et PT; si, BUT le plan de la première courbe, noù 
menona la transversale quelconque f^p'p', ..■.,?* qui Tienne se terminer en un 
point P' de cette combe, dianm des points de la transversale appartiendnit Al'an* 
des courbes Pp, P'//, P'p', .... : enfin nous ponnions répéter les mêmes coDatru&- 
tionspour les antres courbes planes QQ'Q%. . ., <f, RRH',. . ., R', TT"!*,. . ..T», 
Donc alors la graadeur graphique que nous avons appelée surface , présenterait dans 
trois dimensions une étendue continue, et serait un vrai solide au lieu cfétre une 
sui&ce. 

Aùtsi ^essence des surfaces est de ne pouvoir, étaiU cmipées par un plan quel^ 
conque fpP^, offrir qi^une courbe PP*?*, . .. .,'à partir de chaque point. Quelques 
points isolas pourront an o^'rir un plus g(and nombre, mou ces points seront toit' 
jours s^rés par une infinité d'autres qui n'en présenteront qu'une i ceux-ci sont lei 
points où noua considérons la forme générale des surfaces , les autres sont des pointa 
singuliers} et, plus taré, nous examinerons aussi la ferme qu'y affectentles snifaces. 

NOTE II. 

Construction des surfaces du second degré , osculatrices des 
sur/aces quelconques.^ 

Nous allons d'abord prouver que pour un point quelconque G, Eg. 3, comme 
centr», j;>ns sur la nortnale PT de la stuface générale (S) , il est toujours possible 
de -concevoir une courbe du second degré P/iE osculatrice en Pinne section dot- 
maie de (S). Nous ferons voir ensuite qu'il est toujours possible de constmrre une 
surface du second degré passant par trois courbes du même ordre P/zE , P/«'E , 
Fft'E , dont la normale P£ soit un diamètre , et par Ansêqûent un axe commun. 
' La couibDre de la section Pnt de (S) est nécessairement comprise entre zéro et 
l'infilh. Tf-an antre cdté . il n'est aucune des courbures comprises entre ces limites 
^'on ne puisse attribuer en son sommet P à une courbe du second degré, fig. 5. V, 
dont l'axe PE seulement eït déterminé. 11 est visible, en effet, cpie la courbure delà 
ligne du second degré est zéro on l'infini , lorsque l'autre axe ACA devient iiiHni 
bu nul ; et que cet «xe prenant ensuite Diutes les valeurs intermédiaires imaginable 
entre ces deux extréioes, la courbure de PA£ eh PprendH aussi toutes les Talétm 
possibles.' ■ _. • 

' Donc premièrement <m pebt toujours coDcavôirtrowlignès> du second degré P^E, 
P^E, P^'£,'fig, 3, ayant-pour' centre çtbBDua le peint qndconque.C pris sur la 
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floimale PT de (S) et dtacane d« ces coaibea oKvlaiit re>p«ctÎTeinwt im« des »eo- jw Jskw>ÏB£. 
tions nonaalu Pm, Pm', Pwt", de cette sur&ce. 

Fanona vaiatenent passer nue surface dn .second degré par ces,tr9b lignes P/«C, 
Py£, P^'E. Pour cela, ai nous menons d'abord, par leur centre commOn, im plù 
perpendiculaire à l'axe P£, ce plan contiendra évidemment le second axe de char* 
cuse de ces lignes. Gonnaissant les trots conrbes, nous ooimaîtrons les sommets 
qu'elles ont sur ce p]an coupant. Soient donc^, fi, /»', fig. 3a, lùi des sommets 
de diacune de ces courbes. Si par ces trais points nous pouvons faire passer une 
courbe du second degri dont C soit le centre , et si nous regardons successivement 
ducnn des diamètres de cette courbe comme l'axe d'une ligne du second degr6 
ptasaxA par le point P ^e (S), fig. 3 et 4- Ifous formerons un système de lignes 

tpâ couvrira toute une surface Tj nécessairement du second degré, et qui coBte^ 

oant les trois courbes P^, P^'E, T/t'E sera oacnlatrtce en P de la surface (S). 

Par m' milieu de X/*' menoos le diamètre Cm' , puis mft parallèle à ^'m ft'i 
ensuite, par m et m', soient mo , m'o' perpendiculaires à Cmm'; prenons sm- elles 
mn = Ttift et m'n' :^ m'/w' -, menons la droite nn' jusqu'en T sur Cmm', et soit M 
parallèle à 7ÏWI ou mV et telle que m<=mT, et Ct=:CT : enfin tirons la droite tT; ^ 

o, o' étant sur elles le prolongement de mn et m'n', Ço^Co' ; enfin soit pris sur Ct, 
Ca=:Cof ce point a est précisément l'extrémité du demi-diamètre Cmm'. Si 
d'ailleurs on porte CoouCaen *r> qu'on mène y/, fi, >? respectivement parallèles 
à CT ettt; iC sera égal au demi-diamètre Cb conjugué à Ca ou parallèle à mf* 
et m'ft. , 

Pour se rendre raison de cette construction, il faut observer que comme Co=Ço', 
C est le centre d'un cercle passant par o et o', et comme oo'T, nn'T conconrcnt en ^ 

T sur le diaioètre CT, ce cercle et la courbe du second degré ayant C pour centra 
et C^ Dour ligne des x, ont sur «Ile mêmes soutangentes pour les mêmes abscisses, 
Ainsil'axe des x.est le même pour les deux courbes; or pour le cercle, il égale deux 
fois le .rayon Co ou Co' = Ca. Ensuite le rapport des ordonnées mn ^ mo est celui 
du second axe de la courbe au rayon du cercle. Or ty :<C :: mo l Tnn. Enfin eu 
inclinant les ordonnées mn, m'n' sur m/t, m/*, le diamètre conjugué à Ca ne 
change que de dii«ction et l'on a toujours Ch = iC. 

Cette solution suppose que la courbe fifi'fi est une eUïpse. Si elle devait être 
une hyperbole, on rapporterait l'hyperbole passant par /t , //, /t' à une autre hy- 
perbole ayant mêmes soutangentes pour les mêmes abscisses^ et qui fut immédia- 
teiqent constructible. ... 
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NOTE nt 

'De la yphêre compai^e aux surfaces àont les deux courhures 
principales -sont Sirîgées en sens apposés. 

' Là Bjihfen âJ'ant'Sïs thttx comHmrw 'Aua h mfam tem, et ttnns« points ij'un 
W^toe csôté p«r nppdrt'A âiatjne 'pbn lasgent, il -est clair qu'en flisailttarierlt 
^ositi^oD âe ses points paraHèletn'ent i Ton de cKa plus, on ne pot&ra -pnxlnin 
aucune des surfaces à -courbures op[tosees, c'est-^-^rv, qui 'ont nae partie de leun 
pdnb au-dessus et l'autre partie ku-<Iessous du plan ttn^stA. CvKt Ce qui aemble 
contraire à ce <{ue nous aVona «tEnué, p«^es 97'et â8. 'bu n Toir, néamnoins, 
^{■eik'qihèiiejJeiitbnbare'Juia'fleoMrioai otMtduÏTtA-hooonaiwBace de oe^oart 
de conriiures , et par conséquent que nous n'awns rien avancé de trpp. 

(>>n9idén)iia donc an point P ht surfiu» (S), 'Gg.'33, dont les deux courbnrei 
soient en aens Ofiposés. SI nous concevons la spbère (S) oaculée en P par la 
combe PH, tncée sur la sur&ce (S), nous pomfons faire varier génà-alement la 
ferme de (^ et de ^, d'après les théorèmes que noui avons ei^MMis , sans que la 
courbe PM cesse â'osculer la sphère (s). Ainsi PM étant supposé d'abord une 
■ection normale de (S) en P, le^sectioni obliques qu'on obtiendra sur les surfaces 
dérivées de (S), ne cesseront p'as â'osculer la sphère l^X) , comme si (!Ô avait ses 
deux courimres dans le même avot. Donc preniiècament les sections obliques ont 
avec lea sections normales les mêmes relations sur les surfaces dont les courbures 
sfmt dirigées dans le même mus on en sens opposé. 

Si , par CEemple , nons supposons que la surface i couibnres opposées soit nn 

lij^perixiloïde davecond degréA'ai*najq>e-/^j, %. 33,-totis'lea ;plans ooiçanti 

menés. par le point "V tangenticDement i la section normale TM 'tracei«nt des 
petits cefcles'sur la surface de'la sphère, et des 'hyperboles sur la surface du se- 
cond de^; A mesure que le planconpant s'approchera dn plan tangent les axes 
de la section hyperbolique ffîminncront , et rhyperbole ap^ochera de se confondre 
avec les deux droites génératrices de la sur&ce qui passeront enP; mais les petits 
cercles de la.pphère ne cesseront pas d'osculer 1'hyperi>ole qiii se trouve dans le 
plan de chacun d'eux. 'Observons en passant que le point ntéme de contact est 
le cercle osculataur du sônmïet de l'hyperbole qui se réduit *& deux lignes droites, 
p'est-Âr^ire, aux deux génératrices : la raison en esf évidente. 

Cherchons maintenant la mesure absolue des deux courbures d'une a)ir£ué, dan» 
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W CM oà ces comliiirM sont en sens ogpwhK H fant observer qa'alon llBAMlrice an j 
lien d'Être une ellipae est une by^erboU. Comparons donc rhy{)erbole à l'ellipse , 
et d'abord comparons lliypeibole éqoilatère au cercle. Tjfçsim. Vfi ceule ayvit 

ponr diamètre l'axe rM d» cet!» b^perbole^ Soit S le ctsde et ^ l'bjperiwle , 

fig. 34, soit pd« de çM et d'astre da sommet P les absds ia s Vf. et Vf' iafipi- 
msnt petite* et é^e» entr'elles. Noua savons qns 1» quArré des ordoiHfée» fm-ot 
ç'm' sera, pow- le ceinle, la difféiance dae ^sirési do taçoa OP et c^ l'«btelss4 
àe Of, eC ponr lliyperiKilfi ladiSTifrenGedes qnatrésde Of'etOP, c'etM^-dlre. 
denx fois tepiodnitde OTparPy pour le cercla et p» Pf|' pottp l'i^peibol». (ea 
négligeant lea inEoiment petits dusectmdordre). Mail P^iPf' sont 4gUKperfa7pi>t 
tb^e, ces produits «t par ooosétpiflQt Us fqarrés de fm et de. f^ml la aont d&ao 
aussi. Donc si noua £aisoiu tourner le cercle X snr sa tangente en P, demnûln i w 
qu'il se rabatte dans la brancbe HPSL de l'hyperiMle, le point m s'^pU^om saC 
le point m', et le cerl; z sera par conséquent, alors osculatenr du l'tv^perbol* 
au sommet P. 

Si maintenant nous ^ou «dbre eu décfollte pr(9«iCKuiMllb«mt lea ocdoiH 
aies ou les abscàssea du cercle et de l'bypfxbolei^fpalvlèn) , cette <lei»t^ conrb» 
deviendra une bypofbole, ajiaBt «tt« v» Vm «rrantart qodoonqiu v leoeirifl 
deviendra une eUîpse ; et la powt m' ifilii' 4 àfi' oquiBMb amec. ll9';pvbQle mes 
toi^ours sur cette faypartkoU. 

De U réaab» imm^diatanmt oe Aéorfa» sfeérat. «A l'tmcMstrtiîttw^ellipm 
et tve hyperbole dont le» qnarvé» de« «ne aient 1» mtee gnudear ahwïiie, ce*. 
deux courbes auront même conbure i leur sommet réel.i» 

AiuN le r«y«n de courbure de I ty per b ole estencore, au sommet de cette conrite, 
égat an qoairé de l'axe étr a nger au semmet ^iaé par l'axe réet' C'est encore nnè 
valenr analogae à celle de l'elEpse ; et le rayon de courbure en un pebit queU 
eonqae de Itypeibote s'exprime en fisncrîon du diamètre parti de ce point et de 
soB-conjugn^ comme dans l'ellipse, CarilsniTira pour cela d'incliner à-Ia-fois toutes 
les ordonnées de l'hyperbole et de l'^ipse; les axes deviendront deux diamètres 
conjugués , et le rayon de courbure qui- n'aura pas diangé aura pour expresnra 
1« quané du iltiriiWi'a qui ne passe pas par le' peiat P deené, divisé- par la di»' 
tance de ce point i l'autre diamètre. 

StÂt doM qse )a stuAce da eeoond degt^ eendatnea des sur&oee géBéiaks (S) 
mt ses deux combares dass-leméme sens ou opposé»; tout cequeBovearoiu dit de 
la mesure de ces courinirçs sera vrai pour le» deux cas. 
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NOTE IV. 

"jiïgorithme des projections et des rabattements propres à la 
Géométrie descriptive. 

Règle gin^ale, lorsque noiu enriasgeroiifl lea grandenn grapbîcpies conu» 
Rpr^entée* par deàx projections, l'une horizontale et l'antre rerticale, nous les 
d&îgnerons l'Sne par nn petit v, l'antre par nn petit h, placés an bas des lettres 
îo£qoant ces grandeurs graphiques ; et quand nous voudrons les considérer dans 
fespace et non pins en projection, nous emploierons les lettres mêmes qui les 
Indiquent, mais sans v ni A. 

■ Ainsi, par «emple, le point A, la ligne AB, la surface (S), seront représentés 
dans leur projection 

horizontale par Ai, AB^, (S)i; 

et verticale par A,, AB,, (S),. 

Sut les épures mêmes dessinées pour servir à l'intelligeuce du texte, nous nous 
contenterons de placer la projection horizontale au-dessous, et la verticale au-dessus; 
en désignant identiquement les mêmes objets par les mêmes lettres sans v ni A ; 
paice qne leur position seule caractérise la projection i laquelle ils appartiennent. 
Hais loiBqne, quelqne partie de la projection horizontale dépassera l'espace réservé 
à cette projection, nous l'y rapporterons par un petit A. Et dans le cas où ce 
serait au contmir* quelque partie de la projection verticale qui dût anticiper sur 
l'espace réservé i la prt^ectiou horizontale, nous ta rapporterons k sa vraie pr<^ 
jection par nn petit v. 

Fnfin pour désigner le rabattement d'une courbe AfiC ou d'un plan (n) quel- 
conqnes, opéré sur nn des deux plans de [vojection, nous ferons précéder d'un 
petit r le petit A on le petit v désignant les projections horizontales on verticales. 

Ainsi nous e]q»lmerons le rabattement de la courbe ABC et du plan (a) sur 
ya plan horizontal 

pjiF ABCrt, CnU; 

etpaf ABC, (n),„ 

le jabattemeiit des mêpies graiideurs graphiques ntr na pha parallèle an plan 
vertical de projection. 

Ces détails sont minutieux, sans doute ; mais ils sont utiles, mais ils tendent à 
^mlite]: l'intelligence d'une géométrie par elle-tnême asses difficile \j^ oe £uit doncpa* 
^ttoé^iger. 

Fin DES KOTES DU PAtHIBR MiuOIU. 
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SECOND MÉMOIRE, 

SPÊCIÀLEHBNT CONSACRÉ À LA THÉORIE DES 
TANGENTES CONJUGUÉBÇ. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 
SI". 

PROPRIÉTÉS GÉnÉRAIiES DJES CONTACTS DES UGHES ET DES SUHFACES. 



ARTICLE PREMIER. 

NOTIONS FONDAMENTALE& 

Avant d'exposer la théorie des tangentes conjuguées , principal 
objet de ce Mémoire et du suivant , nous présenterons , par 
l'analyse , la démonstration générale des théorèmes que nous avons 
Ëiit coniu^tre ( Mémoire précédent , § UI ) , relativement aux 
contacts des surlàces dont la forme éprouve certaines variations 
déterminées. Mais comme un tel sujet ne peut pas être entière- 
ment élémentaire , afin de suirre une marche plus fôcile , nous 
Allons démontrer directement les théorèmes dont il s'agit, d'abord 

9 
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66 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

a»* MÊMOKE. pour les lignes courbes , ensuite pour les surfaces'; en commen-' 
çant, art. II, par ce qui est relatif à la simple osculation. De cette 
manière , ob passera plus facilement au ca» général, art. III et 
suivant } et Ton pourra d'ailleurs se borner au cas particulier, 
puisque nous ne voulons pas maintenant pousser l'examen de la 
forme des surfaces , aiirdelà des ârâaeots du second ordre et des 
' simples osculatiqns. 

Four cette même raison , et parce que les propriétés de la cour- 
bure .des aurËLceSf xestceinte à ses éléments du second ordre , 
peuvent être données complètement par la considération unique 
des tangentes conjuguées et de Tindicatrice , les élèves qui voudront 
se borner aux éléments du second ordre , pourront laisser tout le 
premier paragraphe de ce Mémoire , et passer de suite à la théo- 
rie des tangentes conjuguées,, que nous avons cherché à rendre 
aussi élémentaire que sa nature pouvait le comporter. 

Haintcnant rappelons en peu de mots les premiers principes de 
l'analyse différentielle appliquée à la géométrie. 

Si dans les équations de deux courbes 

on reniplace w par * + 1 , et que z devienne alors -z-^k pour b 
première , et z -t- x pour la seconde ,, on sait , d'après le théorème 
connu deTayIor,que ces deux équations peuvent généralement 
être développées par les deux séries suivantes ; 

■ ,+,=4(x)+.-4'(j()i+4"(j;)^++«'(ï) j-i^ + etc, 
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f ' et 4^ étant les coefficients di£fêrenti^ du premier ordre de ^ uw 
et 4 > c'est-à-dire y tels que 

dx ^ * dx ~" ^ ' 



9" et 4" étant les coeffidra^ différentiels du second wdrç de 9. 

et 4» c'est-à-dire, tels que 

et ainsi de suite. 

Maintenant si pour la valeur particufiere x de x , on a. sint* 
plement 9(x) = 4(^)^= 2> 1^ deux. courbes auront un point 
commun x , z. 

Si de plus , les coefficients du premier ordre sont égaax^> 
9' ( x) ss 4' (x) , les deux courbes seront tangentes en ce point } 
elles y auront un contact du premier ordre. : > 

jSi de 1^06 , les coefficients du second ordre sont égaux » 
9"(x)=4"(*)» ï*8 deux courbe* seront mutueUemeut osoula- 
bices en -ce pokit, elles y auront un cwtact du second ordre j «t 
ainsi de stûte. < ^ 

Et généralement, si les co^cients correspondants des deux 
développements sont égaux )usqu'à i' inclusivement, les deux 
courbes auront > au point qui leur est commun , un contact de 
Tordre m. 

Alors toute autre courbe z =: % ( x ) passant aussi par le point 
X , z , mais qm n'aurait |)as les m premiers coefficients de son 
développement , égaux à ceux des deux autres courbes, ne pour- 
rût point puser eotr'eUes à partû du jx^ de csontaçt de. ces 
d^oiéns. 



cby Google 



68 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

Et pareillement , lorsque les équations z=f (x, y ) , z^4 (^i ^} 
de deux surËices, en supposant que x et y deviennent x-|-i,j-f-A^ 
développées ensuite par rapport à i et A , ont leurs coefficients 
diffêrentiels coirespondaDts identiques }t»qu*à ceux de la dimen- 
sion m, inclusivement, les deux sur&ces auront entr*eUes un 
contact de cet ordre m , au point qui leur est comm,un ; et toute 
autre siu^ce dont réquation ainsi développée n'aurait pas ses 
coefficients égaux auï premiers jusqu'à l'ordre m inclusivement , 
ne pourrait point pasôer entre les deux premières sur&ces , à 
partir du point de contact. 

Revenons un moment à la considération des lignes courbes. 
On sait que z = f (x) étant l'équation d'une courbe quelconque ^ . 
l'équation de la tangente est 

Z — z = *'(X — x), 
et que . , 

î.'fZ-z) = -CX-*) 

est réquation de la normale. - 

' Or ^**, deux nomùctles infiniment voismes se rencontrent en un 
point , centre de courbure de la œurbe pour le petit élément 
dompris entre ' ces deux normales : le point X, 2 de la normale, 
qui ne changera pas lorsque x , z deviendront x + rfx , z-^dz, 
aéra donc le centre de courbure de l'élémeât d»,dz, 

'■■ Mais 



W Si nous n'écdvïoiu que pour des Géomètres , nous aurions pu dégager cette 

dernière partie de toute considération ioEnitésimale ; mais en le faisant d'après 

Jès belles méthodes de l'auteur des Fonctions Analytiques ,- nous aurions été 

noifls fekiles */ «t c'est surtout ce que nous voudrions pouyo^ être le plus pos- 

. sible , afin de généraliser l'étude des théories Yiftiineiit utiles à d^ IngésKurSi 
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étant l'équatioD de la normale , si on la diffêrentie par rapport à u-* méhohk. 
K-i z et ^, sans que X ni Z varient, on aura, puisque dz=^f'dx, 

f'(Z— z)H-ip"=— ij 
«où 

V 



Ikoïc la distance du centre de courbure Y, Z, au point x, z de la 
«ourbe ; c'est-à-dire , le rayon de courbure a pour expression 

La grandeur du rayon de courbure ne dépendant que des éléments 
du premier et du second ordre ç' et f ", on voit que deux sur&ces 
ont en un point donné même rayon de courbure , dés qu'elles ont 
en ce point un contact du second ordre. 

Réciproquement, si elles ont même tangente et même rayon 
de courbure en un point quelconque , elles ont un contact du se- 
cond ordre en ce point,'et les coefficients différentiels du premier 
et du second ordre de leurs équations, sont égaux. 



ARTICLE IL 

De la simple oscillation des lignes courbes dont la forme 
éprouve certaines transformations. 

Soient deux courbes APC et Fm qui se croisent en P , mais ne 
fy touchent pas, et une troisième courbe Pm' qui passe aussi 
par le point P, sans y être tangente à APCj soit ensuite la 
corde qaelc<mqae AC parallèle à PT , tangente de la primitive APC 
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H"» MÉBioiRE. en P ; enfin, portona sur cette corde les longueurs AA', CC égales 
à mm', en plaçant successivement la corde ÂC à toutes les dis- 
tances possibles de PTj on formera une nouvelle courbe A'PC' qui 
sera dans une relation nécessaire avec les deux autres : c'est cette 
relation que nous voulons déterminer ; et nous ferons voir qu'elle 
entraîne Tosculatioa des deux ligues primitive et dérivée APC j 
A'PC. 
Soient 

x=/(r)) (APC 

X = F(r)f, , , ^ A'PC' 

P =s a ( r ) } équations des courbes < „ 

E = *(^) 3 ( Pm' 

En supposant les y perpendiculaires, et les x parallèles à la. 
tangente PT; il est évident que dans ces quatre courbes,^ sera 
le même pour tous les pointa d'une même corde AA'CC'. Obser- 
vons d'ailleurs que nous avons , par hypothèse , 

AA' =5 mm'; 
c'eat-à-dire , 

X— X = 5 — H: 
donc aussi 

/(r)-FC/) = 'PCr)-*(j'). 

équation que , pour abréger , nous mettrons sons la forme 

/ -F =1» — «, 
et qui, diffêrentiée deux fois, nous donnera 

/' — F' = ?' — *'y 

/"-F'= ?"-*". 

Considérons d'abord l'équation du {««nûer ordre. 

PTous pouvons , dans cette équation , regarder /', F', 9', 4I>' 

comme des constantes arbitraires / , F i f ^ ^ ; alors, au Uea 
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d'appartemr aux quatre courbes APC , A'PC', Vm , Pm', eKe ap- u-» méhoirx:. 
partiendra seulement aux quatre tangentes A0, A'0**\ mt, m't 
de ces courbes , parties de la même corde AA'mm'. Las équations 
finies de ces tangeates seroot. alors 

X=7.f'-|-C, 

H=j'.«'-i-r, 

t, C , >-, F étant les constantes qui complètent ces équations 
intégrales. 8i dans ces quatre équations nous retranchons, membre 
à membre , la seconde de la première, la quatrième de la troisième, 
et la seconde tfiflerence de la première diâerence , nous aurons 

«-x-(e-s)=j[7'-f'-cT-*')J-f-c-c-(>.-r). 

Mais chaque tangente ayant un point de commun avec la courbe 
qu'elle touche, on a pow ces pointa de contact , comme nous 
venons de le voir, 

» — x = e- s, 

/-F' =?'—«'; 
donconssi 

c — C = > — r. 

Donc, enfin, pour une corde quelconque AA'mm' qui coupera les 
quatre tangentes parallèlement à Taxe des x , on aura toujours 

* — X = ç — i. 



m Oa bien anx qoatre tangentes CO , CI , mt^, m't ; mais ïl sulEt de consi- 
déi«r les quatre premièwt. 
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* MÉMOIRE, ces abscisses étant celles des quatre tangentes, fournies par une 
seule et même ordonnée y. 

Ainsi, A©, A'©, mt, m't étant les quatre tangentes que nous 
considérons; non-seulement sur la corde AA'mm', lieu des points 
de contact A, A', m, m', la partie AA'' est égale à mm' ; mais 
toute autre corde parallèle à celle-là, est pareillement divisée eiï 
parties égales par les mêmes tangentes. 

D'après cela , il est visible que la droite qui passera par le p<Hnt 
de concours t des deux tangentes mt, m't, passera également par 
le point de concours © des deux tangentes A©, A'@; car sans 
cette condition , les parties interceptées ne seraient plus égales 
entr'elles. Ce théorème peut être rendu d'un grand usage dans la 
théorie des courbes et des surÊtces du second degré. 

Passons maintenant aux contacts du second ordre. 

Soit y la valeur de l'ordonnée courante y au point P, où la tan- 
gente APC, A'PC' est parallèle à l'axe des x. Cette condition exi- 
çera que f'{y) soit infini, c'est-à-dire, que y soit de la forme 

/'(y)=^-~J~.^X, 

iy-yT 
4 ne pouvant devenir nul,jù x iofi»i pour la valeur particulière 

Cherchons maintenaDt la valeur du rayon de courbure de APC 
en P, ou y^y=:.Q\ son expression générale est, comme nous 
rivons Ëiit voir dans l'article précédent, 



Mais si 




Ky-yT iy-yr-^' 
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Donc le rayon déviait u«* H^ontE. 



- -yr- 



En chassant les dénominateurs partiels en^>— /, etsupprimaDt 

dans les deux termes de cette â^ction les plus grandes puiasances 

de y —Jt il vient 

^= % . 

viy-yf^-'' 

Maintenant , si le rayon de courbure ne doit être ni nul ni infini , 

ce qui est le cas général , il &udra qu'on ait a/t— i^o,/«=:x ; 

et le rayon de courbure sera par conséquent, 

p=-i4-. 

expression d'une simplicité singulière y et qui donne le moyen d'ob- 
tenir immé^atement ce rayon dans un cas où les formules ordi- 
naires se présentent sous la forme indéterminée | ^*^ 



W Pour rendre Miuible ce mojvn d'opérer, nom allons en ofirir nn exemple 
' facile. Cberchont ia valeur dea rayons de courbure de l'ellipse et de l'hjper- 
bole, qui correspondent aux sommets de ces courbes dont l'équation générale est, 
en ta rapportant aux deux axes , 

* = ;»/=tCy'-i-J. d'où ^=^._^.-^^i=— . 

équation qui, lorsque^ := 6, x'ss.o, devient ^r- =: -i et rentre dans lecaaqne 
nous considérons. 
Faisons donc ^ = & , on a 

.. 1. a* 

Cest la Tslem- absolue du ntyoo de coorbnre appartenant anx sonunets placés 
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U'— MÉHOUiE. Yojons à présent quelle est la valear du rayon de courbure de la 
seconde courbe A'PC (fîg. i, comme dans tout ce qui précède). 
Puisque 

/'— F=^'— *', on a F'=/'-t-*' — ip'. 
Or, 

/'- i.r- + x; donc F'= i^:- +x+ *'-?»'■ 

iy—yT iy~yT 

Mais si les deux courbes Vm et Pm' ne sont ni Tune ni l'autre 
tangentes à APC, ni à A'PC (et telle est notre hypothèse), F 
et /' , non plus que % , ne pourront pas derenir infinies : donc le 
rayon de courbure de A'PC sera encore en P , 

Donc les deux courbes APC, A'PC ont en P le nlSme rayon de 
courbure ( i ) , ( a ) , — r 4* > ** sont mutuellement osculatrices en ce 
point : c'est ce que nous roulions démontrer. 

autrement et plus simplement. Puisque la raleiur générale du 
rayon de courbure de la courbe x=sf{y) ou /=55»(x), est 

f, s= ' ■ - / -— } dans le cas particulier où <»'== o, p=-V- Or, au 

point P, la langeirte commune à APC, A'PC éHasA paraMéle à Taxe 
des X, «' est égal à zéro pour les deux courbes. Cherchons don* 
la valeur -^ que prend alors leur rayon de courbure. 
Soit X la valeur de x au p(»Qt P ( j étant la râleur ciHTespoa. 

sur l'axe des y. Cest aiusi le résultat anquel nous étions parvenos dans le 
Mémoire précédent, mais par des considératîoiu purement géométriques. Dans 
une série d'expériences sur la Sexion des bois, entreprise dans l'arsenal de la 
Marine , à Corcyre , nous avona fait usage de cette méthode ponr déterminer 
la grandeur du rayon de courbure des pièces de bois soumises À la Qexion , au 
point oà cette courbuie est un maxmwn. 
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dante d^^) , il iàudra que «' (x) devienne at'(x) ^ o, en supposant ^'^ 
qae 7 ss i»(x) soit l'éqilation de APC; par conBéqueat dy sera 
de la forme 

(« — «)»'•(«): 
donc y mêq)^ est de la fonne (x — x)'a>(x)4- const. Mais an point 
P de la courbe ABC donnée par cette fonction, ^ sa J, xssx : 
donc enfin la véritable équation de APC est 

I)(»ic aa point P le rayon de courbure p = — rr* 

Si maiptenantvoos tooIods obtenir la râleur du rayon de A'PC 
en ce p(nntP,8Qitm(^— j') la valeur des distances des points de 
A'PC' aux points de APC, ayant la même ordonnée^; X étant 
l'abscisse de ATC, on aura x^X — m{y — y)f et par consé^ 
quant 

X — jc = X — * — m ( j' — ^) 
valeur qui^ substituée dans l'équation de APC, donne 

/— J = [X— «— miy—y) ]'«[X— mC^— J)]. 

Équation qui, lorsqu'on y &it yj^y donne X=:xs=x, et par 
conséquent 

Donc le rayon de courbure de ATC' en P est aussi -4-^. Ainsi, 
les deux courbes APC, A'PC' ont en P un contact du second 
ordre. (Voyez la note I.) . 

Démontrons actuellement que. le même théoréoK est immédia-: 
m«nt applicable aux sur&ces. 
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SUITE DE L'ARTICLE ÏL 

De ia simple osciûation des surfaces dont la forme éprouve 
certaines transformàtioTis. 

Si Iq. pl^n tangeot à la surËice prioutlTe en x^y^ z est paral- 
lèle au plan desx, y, «n auCbiMur te ptnnt ^«^O} T^^'^^y 
donc partout ^ est diviable par X — X^ vX-r^sty—y-j donc aussi 

z— I=(*-*)'*+(ji-.*)(:y— 5H-H{>-!r)'x -' ■- 

(p, "f, X étfEDt dèa fosctioïis de xeC de^, ^ ne puifsrait detet^ infi- 
nie* loraque»—* = 0) jy — '/=t>. 

Parie pomt x^y, z, menonsleplan y— y=:a(x-«-x)c[uisera 
néces&air«iiKnt nonml à la surfitce, dotts aurons 

z — z=t (« — "ï)- (^ + 04 H-a-x) 
pour la profectioii awr le pfaïr des ic, z, de la coorBe traceé sni 
la surËRe'par.soQ plan D«rmalj,et peur é^uatien de cette courbe 
même, rabattue sur le plan des Xy z, 

z— ■z=(*— x}'(* + a4 + c'x)i/(H-a')=(* — S)'-». 

Ea&isant ' 

• (x) = (<p + 04 + o-x) 1/(1 + a') ; 

donc, d'apfès ce qoeAous Tenons de dâmontror^^ sera le rayon 

de courbure de cette courbe pour le point x, y^ i. 

ConsMëronâ imniiitenant Ev s&rSkiv formée en traosptMtant chaque 
point Xfy,za. une distance proportiobnellè. à z — z^ et suiTabt une 
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direction mysssnx parallèle au plan des x,y. Tou$ les points de ui« mémoire. 
Taxe des z, ainsi transportés, formeront encore xme li^e droite 
dont nom représenterons les équations par 

* — jc = m.(z — z), y—y = n{z~z). 
Donc X, Y, Z := c étant les coordonnées de la nouvelle surface , 
on aura 

« — x=:X — .* — m{z—z), ^y— y =Y— _)- — n(z — z), 
et par conséquent pour la courbe .tracée sur cette sur&ce par le 
plan normal , 

s — z = [X — X — m(z—'Z)}*.cij 
mais déjà 

z — z = (jc — k)».© 
est, comme nous venons de le voir, l'équation de la première 
courbe j et nous avons prouvé dans la dernière méthode de l'article 
précédent, que deux ligues représentées par deux équations d'une 
telle fonne , ont l'une et Tautre ^ pour rayon de courbure au point 
qui leur est commun. 

Donc , tout plan mené par x , y , z, normalement aux deux 
surfeces primitive et dérivée, trace sur elles deux courbes tan- 
gentes , et qui ont même rayon de courbure en ce point de 'con- 
tact : donc aussi, les deux sur&ces sont en ce point mutuellement 
oeculatrices. 

ARTICLE III. 

De la transformation qu'on peut faire subir aux surfaces , 
sans qu'elles cessent d'avoir entf elles un contact de tordre 
général m. ' 

Si l'on prend nu point x, /, z sur une sur&ce quelconque; 
qa'on conçoive ensuUe le plan tangent à la sur&cé en ce point, 
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Uw MÉMOIRE, et qu'on y rapporte chaque point de la surface par dea ord(»inée5 
rectilignes ou non , lorsqu'on fera rariier ces ordonnées de la ma- 
nière la plus arbitraire , en supposant i cependant^ que leur origine 
sur le plan tangent soit invariable, et que le point d'application 
sur la surface resté toujours à la même distance du plan tangent ; 

ï*. Aucune des nouvelles ordonnées ne formant un angle nul 
avec le plan tangent ( à partir du point x , j , z que l'on consi- 
dère ) , la nouvelle surËice sera osculatrice de la primitive en ce 
point X ,j , z. * ' 

II*. Si de plus les nouvelles ordonnées sont respectivement tan- 
gentes aux ordonnées primitives (à leur commune origine sur le plan 
tangent), la nouvelle surface aura toujours ^ avec la surfece primi- 
tive , un contact du troisième ordre. 
/ Iir. Si les nouvelles ordonnées n'ont pas seulement un contact 

du premier ordre , ou une simple tangence avec les ordonnées 
primitives correspondantes, mais un contact du second ordre, la 
sonveHe sur&ce aura, arec la sor&ce primicire, un contAct du 
quatrième ordre. 

Et en général , le contact de bi soiffacc dérivée , avec la sur- 
Ëice prisftitive, est d'Un wdre de deux, unités BU]>édeur. à cekâ 
des ordonnées correspoadantQS de ces sur&ces; 

En effet , soit z=p{x,^), l'équation de la surËice donnée : en 
supposant que*, j, z deviennent x-i-dx,y-^dy , z + ffe, cette 
équation deviendra 

(S)... z-\-dz=^f-]-pdx+gdj-j-'^(rdx*-h!i5dx(fy-i-tdy') 

4- _1_ (adx' -H 5edx^y + etc.) + etc. 

Actuellement, pour passer de cette surfece à sa.dérivée, conce- 
vons que dx et dy deviennent respectivement 

et « étant des fonctions quelconques àe dx «i djr. 
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L'équation du plan tangent à la surface (S) étant u» HÉMontE. 

celle d'un plan parallèle à celui-là , mais passant par le point 
x,jfj z — h sera 

(*).... z— ï+A=;»c« — «) + ?(:r— >)■ 

Op , pour tous les points où ce plan coupera la surface (S) [ en 
Ëûsaot h infiniment petit} , nous aurons évidemment 

* — x=.dxj y -^y =(?»', z — z=t dz. 

Retranchant donc membre à men^)re l'équation ( w ) de réquation 
( 8 ) , il viendra 

h ^ ■^(rdx'+asâxdy-i-tdy') -)- j-^ (adx^-{-5edx*dy-^tc.yi-etc 

Telle est l'équation de la section plane iâite sur la surface par un 
plan ( -TT ) parallèle au plan tangent , et à la distance h mesurée 
sur l'ordonnée 2. Tobserye ici que dx et dy étant supposés infini- 
ment petits du premier ordre, h est nécessairement du second ordre, 
ou plus petit encore. 

Maintenant si les ordonnées auxquelles nous concerons la sur- 
Èice (S) et sa dérivée (I) rapportées sur le plan tangent, ne sont 
pas tangentes à ce plan ( et telle ^t toujonra notre hypothèse ) , 
la distance d'un point de (S) au point correspondant de (2) , ne 
peut, à partir du point de contact x, y, z, être dans un rapport 
infini avec la distance h ; donc celle distance est une fonction où 
il n'entre que des puissances positives de h. 

Soit donc pour le point X , Y, Z qui sur la sur£tce (S) corres- 
pond au point jc+rfif,j»' -f-rfKjS+i/», 
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X == -c + Ae + Ç, 

Y =^+ rfjy + i», 
dou 

X — * — (/« = 0, 

Y — y ^— dy s= »i 

Ç et u étant deux fonctions quelconques àe dx, dy et ft. Comme 
les points correapondants de (S) et de (2) sont, par hypothèse, 
à la même distance du plan tangent , 

. z—z~p(x — x)-^q(y—y)i 

ce plan transporté parallèlement â lui-même, peut passer à la 
fois par ces deux points : on a donc pour cette condition , 

Z—i—dz=plx^x—dx)'j-q{Y^J—dy)i 
donc aussi, 

Z — a — dz =p^ + ÇW- 
Ainsi, telles seront les coordonnées des deux points correspondants 

(x-^dx) f * + rfx H- g 

Sur (S) -j J -H 4^ [ sur (2) <y^dy + u 

[ z -^ dz ] ( z 4- c?2 -f- i?? + ?«. 

Far conséquent la distance de ces deux points aura pour ex- 
pression l/fÇ'-l- W'+Cj3? 4-5w)*]. 

Maintenant, pour que cette distance ne devienne pas infiniment 
plus grande que h, il fbudra que le rapport ■/re./ ' t,. v - ? -ë' a: — vn 
ne puisse pas devenir nul , pour des valeurs de A , ^ et u aussi 
petites qu'on voudra. 

Supposons d'abord que ^e ra[^rt doive être constamment une 
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<inantité finie - , on aura u«* jiémoire. 

ëquatioD qui, lorsque A sera infiniment petit d'un ordre quelconque , 
exigera que Ç et u soient infiniment petits du même ordre. 

Mais si les nouvelles ordonnées 2 devaient être à leur pied tan- 
gentes aux primitiTes , il Ëiudrait que fi pût devenir infiniment petit 
cUi premier ordre , par conséquent ^ et u seraient infiniment petits 
d'un ordre immédiatement inférieur à celui de h, et ainsi de suite. 

Nous allons actuellement reprendre l'équation générale 

A = Y^ (rdx'+asdxd^-i-tdj')-i- ^-^ («rf*»+5€rf*'(fyH-etc.)+etc. 

en y mettant dX — ^ pour dx, et dY — u pour dy (quantités 
respectivement égales ) , cette équation devient 

+ ~^ (etc.) + etc. 
Soit d'ailleurs 

A= ^ (RdX'H-aSiX^+Trfï"') 
H — i-3 (ArfX' + 5B(/X'dT + etc.) + etc. ; 



FëquatioD où B., S et T, A, B> C et D, etc. sont les coefficients 
diffêrentiels partiels du second ordre, du troisième, etc., appar- 
tenant à la sur&ce dérivée (2) : cette équation et la précédente 
devront être identiques. 

Lorsque les ordonnées correspondantes de (S) et (S) ont à leur 
[ôedun contact de Tordre m-^ï!,/» devient infiniment petit de ce( 
ordre. Mais h est infiniment petit du second .ordre , lorsque dx 
eidyj <f& et <nr le sont 4a premier j doncalors,pourqueréquati<»i 
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soit homogène , il f^tut que § et v soient infinimeDt petits de l'ordre 
m, : dono, dans l'expression 

h = y^ [r(rfX — ly + etc.. . .] + etc. . . . , 

les termes de Tordre le moins petit , dans lesquels entrent Ç et v , 
étant de la forme %d^i vdlL, ^dY, uf/Y, ces termes seront das 
infiniment petits de l'ordre m^-i: donc ^et u ne pourront pas 
entrer dans les termee qui contieuDent des infiniment petits.de-. 
puis le premier ordre jusqu'au m'"" incIuslTement 
Mais puisque les deux valeurs de h 

+7X3K^-S)' + 3eC'^-Ç)'('^-w)+etc.] + etc., 

* = 71 (RrfX» + aSrfXrfr + TtfT') 

H-^-^(ArfX* +3BrfX"rfY-4- etc.) + elc. , 

doivent être identiques ^ il faudra que les infiniment petits du 
même ordre soient identiques dans les deux valeurs; car, sans 
cela , la différence de deux infiniment petits d'un ordre n quel- 
conque étant toujours plus grande que la différence ou la somme 
d'infiniment petits 4es ordres n 4- 1 > n + a , • • • • > <^e9 deux difié- 
renccs ne pourraient plus se détruire « en retranchant l'une de 
l'autre les deux valeurs de k. 
On aura donc séparément 

(r — R)rfX' 4- a{* — syxrfY + (^ — TyV- « o , 

(a— A)rfX'H-5(e— B)rfX'rfY-f.5(j.— CX*^^H-(J*— D)rfr*=o» 

etc..,. jusqu'à 
(^*-MyX-+ m(»— rî)rfX— rfr-h etc.. . . «o. 
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Mais dK ei dY 8(Hit entièrem^ut iudépcodantes l'oDe de l'autre; u» HÉMOntE. 
il Ëtudra donc qu'on ait séparément 

r— R=o,» — S=o, f— T = o, 

« — A = o, C — B^o, y — C = o, ^ — D = o, 

et ainsi de suite, jusqu'à l'ordre m 

ft— M==:o, V — N==o, etc. 

Or, par le principe fondamental de la tliéorie des contacts des 
surËices, on sait que quand les coe£Bcients diffêrentiels des équa- 
tions de deux surËices (ces équations résolues par rapport à la 
même ordonnée), quand, dis-je, ces coefficients différentiels sont 
les mêmes jusqu'à Tordre m inclusivement, les deux surËices ont 
entr'ellea un contact de cet ordre m ; c'est-à-dire, que toute autre 
surface qui n'aurait pas avec l'une des deux premières un contact de 
ce même ordre m ou supérieur, ne pourrait pas, à partir du 
point d'attouchement, passer entre celle-là et Tautre surface. Nous 
pouvons donc condure que le tbéorême énoncé au commence- 
ment de cet article, est vrai dans toute sa généralité. 

ARTICLE IV. 

OtcuUition des courbes tracées sur des sur/aces gui sont en 
contact suivant une ligne que/conque. 

Nous allons démontrer généralement ce premier théorème. « Si 
deux surfeces (S) et (2) ont en commun toute une ligue courbe 
suivant laquelle elles ont un contact de l'ordre m , les deux sec- 
tions &ites dans Tune et dans l'autre sur&ce, par un plan tangeitf 
à cette courbe, auront en[i''elles un contact de l'ordre nt4-i, 
au point qu'elles wit ea commun sur la preHuére courbe. » 
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UxMÉMOUiEl Soient, en effet, les équations de ces deui sur&ces 

(S).... z = <Kx,y), 

i^).... z=4(x,y). 
Leur développement donnera ^ 

[S]. . .z-{-dz=ip ^pdx-^gdy-h~( rdx*-{- ssdxdy-^ ï(fy')+etc. 
[2]. . .Z'j-dz=s^-hp'dx-\-q'dj-h~{T^dx'-j-2s'dxdy'i't'dy*)-^etc.; 

Les deux sur&ces ayant évidemment en commun la courbe de leur 
contact, nous aurons les équations de cette court>e, en disant 
simplement que (S) et (S), ou [S] et[Z] existent simultanément 

Si nous retranchons [Z] de [S], z et dz disparaîtront, et nons 
aurons pour la projection horizontale de la courbe de contact , 
réquation 

(c). , .0=+ (pdx + qdy) + -^ ( rdx*-i- asdxdy-h tdy") + etc. 

— (p'dx-\-q'dy) — ~ (/dx^+as'dxdy-H'dy) — etc. 

Or, les deux surfaces ayant dans toute l'étendue de cette courbe 
nn contact de l'ordre m, les coefficients différentiels correspondant» 
de [S] et [S] sont égaux jusqu'aux termes de l'ordre m, tfx", 
d:r~' dy, etc....; par conséquent tous les termes inférieurs à la 
dimension m-i- 1 , se détruiront mutuellement dans l'équation (c). 

Les termes de la plus haute .dimension qui s'entre -détruiront 
seront donc de la forme 

(M — M') rfx- + mCN — N')djc— 'rfj+etc = 0. 

Tobserve maintenant qoe si , du point x, y, z pour lequel on a 
cette équation de condition , nous passons au point infiniment 
voisin, toujours sur la courbe de contact dys=:kdx, la même équa- 
tion de condition ne cessera pas d'avoir lieu ; mais alors M^ N . ^ ., 
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M',N'... deviennent M-H/M,N-f(fN,..., M'H-rfM',N'+rfN',... ; 
donc il Ëtudra qu'on ait généralement 

rf[(M — M')dic-4- m(N— N') rfx^'rfy+ etc.] ^o, 
équation qui , développée , se présentera sous la forme 
(P— F ) rf«-+'+COT+i) (Q— Q') rf*-rf)'+etc.-f-(V— V) dy*' =0. 

Or , cette dernière équation n'est autre chose que la diffêrence des 
deux termes de [S] et [£] , contenant les dx eidy ^khi. dimen- 
sion 77» + 1 : nous supposons toujours dy = kdx. 

A ctuellement coupons les deux surfaces par un plan âssrA.dx+'&dy-j 
nous aurons pour projection horizontale des deux sections , 

A.dx+hdy =1 pdx •{• qdy -\~-~ {rdx* H- isdxdy •i'tdy') 
H--.+Mrf*-H- etc., 

Adx + Bdy = p'dx + q'dy H- 7^ ( r'àx^ + as'dxdy + t'dy* ) 
H-...+M'(/*+etc. 

Ces deux courbes ayant leurs coefficients diflërentiels correspon- 
dants égaux jusqu'à l'ordre m inclusivement, ont évidemment 
entr'elles un contact de ce même ordre m. 

Si de plus nous supposons que le plan coupant dz = Adx + Bdy 
soit tangent à la courbe de contact , représentée par dy = kdx , 
il suffira de dire que les trois équations 

rfz=Arfx+Brfy, 

dz = pdx H- qdy , 

dy =s kdx 
ont lieu simultanément. 

Et alors , non-seulement les termes de Tordre m seront respecti- 
vement égaux dans les deux équations ci-dessus , mais aussi la 
eomme de tous ceux de Tordre m +. 1 ? puisque ThypotUèse 
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dy = kdx nécessite l'équation 

(P— POrf^-^'+Cm+OCQ— Q')rf*-(//+....4-(V— V')rf:y-+'=o. 

Donc les deux courbes tracées sur (S) et (2) par un plan coupant , 
tangent à la ligne de contact de ces sur&ces , ont entr*elle8 un 
contact d'un ordre immédiatement supérieur à celui même des 
deux surfaces. 

En suivant toujours cette marche , nous ferions voir avec une 
égale fecilité , que si nous coupiojis les surfaces (S) et (S) par 
un plan osculateur de leur courbe de contact, les deux sections 
auraient enff^elles un contact de deux unités, supérieur à 
celui du contact des surfaces. 

Et généralement que si deux surfaces (S) et (S) ont , suivant 
toute l'étendue d'une courbe , un contact de l'ordre m , lors- 
qu'on les coupera par une troisième surface {/) , ayant avec 
cette courbe un contact de l'ordre jx en un point y les deux 
sections auront entr'elles , au même point , un contact de 
l'ordre m H-n. 

ARTICLE V. 

Rapports généraux des sections normales aux sections obliques 
faites dans les surfaces. 

La méthode que nous avons suivie jusqu'ici , va nous ofifrir le 
moyen le plus simple, peut-être, qu'il soit possible de trouver , 
pour déterminer les rayons de courbure des sections obliques ou 
normales faites dans les surfeces, et les rapports qu'ont entr'eux 
ces divers rayons. 

Reprenons, pour cela , le développement complet de l'éqaation 
d'une surfiice quelconque 

[S]..,. dzs=pdx-^qdy~^~{rdx*'\-;i$dxdy-^tdy*)'^.,,. 
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Supposons, ce qui est toujours permis , que p^o et q ^so, ii»NÉMoiRfi. 
c'est-à-dire , que le plan tangent 

au point x, j'y z , que nous allons considérer , soit parallèle an 
plan des x, y, nous aurons simplement 

[S] rfz= ^(rdx'-h ssdxtfy + tdy') +. . . . 

Maintenant , soit dy =* 4'*^* l'équation d'un plan vertical quel- 
conque, mené par le point x,y,£. En mettant dans [S], 4'*^* ™ 
lieu de dy, nous aurons en dz et dx une équation qui appartien- 
dra à la section normale feite par le plan dy='^'dx, ou plutôt 
à sa projection sur le plan des x et z : cette nouvelle équation sera. 

(c') ife = -i- (r -H iM4' H- t^") dx* + etc. ... , 

dans laquelle il est évident que le coefficient diflerentiel du pre- 
^ mier ordre ^ est nul, et que celui du second est r4-3j4'+H''î 
donc, d'après ce que nous avons démontré dans l'article II de 
ce Mémoire, le rayon dé courbure de cette projection est, au 
point X, y, z, 

Four avoir l'équation de la courbe elle-même, rabattue sur le 
plan des x et z , en la Jaisant tourner parallèlement à l'axe dos z, 
les z ne changeront pas, et les nouvelles X seront les drokes 
mêmes dont les anciennes sont la projection. 

' Reprenons donc l'équation dy = 4'*^* du plan vertical qui con- 
tient ces droites X j le rapport de chaque horizontale X ayec sa pro- 
jection s^a éyid^nment donné par ces égaOtés 
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n-MÉHOnœ. j„„„ &■ = -#• 

I -(-4 

£d âubatituant cette valeur dans l'équatioii (d) de la projection 
de la courbe , il vient pour équation de cette courbe même , 

(c)....rfz = ji;(r + j.+' + 4'-)7^. + etc.... 

Donc p étant le rayon de cette courbe au point que Tod considère , 

résultat qui peut être ainsi traduit en langage trigonométrique : 

« Au point où la normale d'une courbe quelconque est parallèle 
au plan de projection , le rayon de cette courbe est égal à celui' 
de sa projection, divisé parle quarré du cosinus de rinclinaison 
du plan de la tourbe sur le plan de projection. » 

Mous obtiendrons avec une égale ËiciUté, pour cette courbe, 
le rayon p" de la projection (c"), faite sur le plan des j, z. 

Pour cela , dans l'équation [S] nous mettrons pour dx sa râleur 
jj- dy^ ei nous aurons 

■ (c")....rfz = 7^(r4-w4' + 4")^+etc....i 

donc p" = ,^4' + ^^" ' "^ /'" r+a,^'+4" - 
donc aussi p'+ P"= , + ^^^^ ,^^, î 

or cette râleur est précisément celle de p. 
Donc enfin , on a généralement l'équation 

p = p' + p", 
c'est^-dire que le rayon d'une courbe quelconque est é^ à 
la simple somme d«s rayons des deux projections de cette 
courbe sur deux plans parallèles à ce rayon, et d'ailleurs à 
angle droit. 
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On pourra donc fiiire tourner ces deux plans orthogonaux, autour u>« BiËMOiitE. 
d'ua axe paràUèle à la normale au point que l'on considère; et, 
a dans l'infinité de positions que ces deux plans prendront , la somme 
des nrfons des deox projections ne cessera pas d'être la même, 
et égale au rajon de la courbe projetée. » 

Passons maintenant à la détermination des rayons osculafeurs 
des sections obliques , en fonction des rayons des section» 
normales. 

Le plan tangent an point x^ jy z,*que Ton considère sur la sur- 
&ce (S), étant toujours pris pour le plan des x, y\ nous poor 
vous, de plus, supposer que la tangente à la section oblique 
on normale, est un des axes, celui des j, par exemple ; puisque 
cet axe peut être pris à volonté. Alors Téquation de la section 
normale , dont le plan devient celui des ^, 2 , est donnée par 
cette condition 

dx^o. 

Le déreli^pement [S] se réduit dcmc à 

donc le rayon de cette section normale est , au point placé sur 

Taxe des x , 

t 

Soit maintenant dZ'^Sdx l'équation du plan de la section 
oblique qui passe par l'axe des^, et qui par conséquent est tan- 
gente à la section normale. 

Si nous rabattons la section oblique sur le plan des x, z, autour 
de l'axe des *, la nouvelle Z sera ^le à la première X i/(i+fl'); 
donc on aura z= ^, ^,. | et l'équation (c) de la section nor- 
male deviendra celle (c') de la section oblique 
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it« MÉMonc; donc 

Dcmc le rayoD p' de la section oblique est y au point ^e l'on 

considère, 

Or , ■ ,. V_^. est le sinus de l'angle formé par le plui de la 
section oblique avec le plan de la section normale. Donc, enfin, 
ie rayon de la section oblique est égal au rayon de la section 
normale , multiplié par le sinus de l'arme Jbrmé par h plan 
de ces deux sections. Beau théorème que Meusnier a trouTé le 
premier par des moyens particuliers, 

Nous pomTîons également démontrer, dès à prés«rt, tous les 
tbéorêmes d'Euler sur la courbure des surÉices ; mais nous pré- 
férons de le £iire après avoir exposé les principes qui serrent 
de base à la seconde partie de ce MénuHiv. 

S II. 
THÉORIE DES TANGENTES œNJUGUÉES. 

' ARTICLE PREMIER. 

Équation des tan^ntes conjuguées. 

Ce Mémoire , comme son titre Findîqaè, est spéoalemeQt des- 
tiné à déveIo[^r la théorie des tangentes conjuguées ; à montrer 
comment cette théorie peut conduire à la connaissance de tous 
les éléments de la courbure des sur&cesj de toutes les Tariétés 
que cette courinire présente, et de ses prc^étés ^érales oa 
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p«rticidi^r«s : à fidre Toir , &i&a y comment la même théorie , par H-» mEHOIRF. 
ses é^iuttiom fondameatales , peut conduire immédiatement à la 
conualflsauce des âmilles de sorËioes dont la génération dépend 
d'éléments du second ordre, c'est-à-dire , seulement d'élônents de 
la courbure des surËtœs. 

II importe donc de commencer par noos former une idée précisé 
de ce qne noos appelons tangeiites conjuguées : l'analyse ensuite 
nous founura leurs équations , et nous conduira jusqu'à chacun des 
buts que nous venons de nous proposer d'atteindre. 

Si l'on ctmçoit qu'un plan, d'abord tangent à tme sur&ce quel- 
conque , se meuve sans cesser de la toucher , il ei^ndrera par 
ses intersections successives , une surface dévek>ppable. Deux plans 
immédiatement consécutif, se couperont suivant une ligne droite, 
arête de cette développablej or, cette arête ( première drMtè ) aura 
toujours on point de commun avec la courbe de contact de la 
surface développaMe et de la surface générale : concevons en ce 
point la tangente à leur couri>e de contact- Nous aurons ainsi 
deux lignes droites tangentes à la surface générale , au même point 
de contact ; en les considérant sous le point de vue de leurs rapports 
mutuels, nous les appellerons fanantes cojijuguées. IVouvons 
donc l'équation des tangentes conjuguées. 

Soit ifz=:j3(fx-H3tfyréquation différentielle du premier ordre 
d'une 8ur£tce quelconque. L'équation de son plan tangent sera 

X, Y, Z étant les coordonnées courantes du plan, et x,^, z 
celle du point d'application. CcBDcevpns maintenant que ce point 
d'application x, ^, « puisse varier de position, et prenne succes- 
sivement toutes les positions dont H est susceptible, lorsque sa 
projection sur le plan des x, y décrit la courbe 
(a).... j' = ?(x). 
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n>*MÉHOjB£. On sait que le plan (i) formera, par ses iatersectiona 8ncce»< 
sives , ainsi que nous Tenons de le dire , une sur&ce déretoppable 
déterminée (D) : c'est cette déreloppable que nous allons d'abord 
considérer. 

Lorsque le point Xyy,z varie infiniment peu sur la courbe (a), 
le plan (i) prend une position infinim ent voisine de la première , 
et Ton sait qu'alors Tinterâection de ces deux ptans consécutif 
est une des arêtes rectili^es de la sur&ce développabk. 

Déterminons l'équation de cette aréle:*,^, z devenant Xrh<^*> 
y-^dz, 2+ dz, l'équation du plan (i) , lorsque X, Y^ Z ne va- 
rient pas , donne 

'~dz=i—pdx~^qdy-hdp(X^x)'^dq(Y—y). 

Or^x^y, z est le point d'application sur la surËtce à double cour- 
bure dont l'équation est dz=pdX'i-gdy. 
donc o=dp(X—x) + dq(Y^y) 

est l'équation des points communs au plan (i), et au plan infini- 
ment voisin. C'est l'équation de la projection sur le plan des X, y 
de la droite intersection de ces deux plans. 
Mais comme p et q sont l'un et l'autre fonctions de x et^, on a 
dp:=rdx-^sdy j dq^sâx-^léy, 
valeur où -, s, - sont les coefficients différentiels du second 

3' 'a 

ordre de l'équation générale de la surËice primitive. Leur substi^ 
tution dans o = i^(X — x)+rfj(Y — y) donne 



Y-y . 7rfr + jrfy _ 



Dans cette ^uatîon , v~ir^ > exprime la tangente trîgonomé- 
trique de l'angle formé sur le plan des x , y par l'axe des x et 
la projection de l'arête cherchée. Soit 4'' cette tangente , nous 
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Urana 

dons laquelle (fy^ tfx appartienneot à la courbe (a), j'=:f (x)qui 
donoa immédiatement dy=s(p'.dXf ce qui transforme TéquatioQ 

(A)... r-h«(?'-f-4') + '<P'+' = o- 

Telle est l'équation de condition qui lie entr'elles les posilioas de 
Taréte de (D) , et de la tangente à la courbe de contact (s) de cette 
eurfece avec la primitive. 

Or , cette équation est symétrique en (p' en 4' = ^o'^^ 'f'i ^^ lid 
d*appartem'r à la tangente de la courbe de contact de (D) , peut 
appartenir à l'arête d'ime nouvelle surËice déreloppable (D^j et alors 
4'} au lien d'appartenir à l'arête de la première surÛKie développable 
(D) , appartiendra à la tangente de la courbe de contact de la seconde 
(IV) : d'où résulte ce théorème génial égalanentap|dic{^le à toutes 
les sur&ces possibles : < 

a Que sur une sur&ce de la ibnne la plus arbitraire , on conçoive 
une première sur&ce développable (D) qui la circonscriTe dan» 
toute l'étendue d'une certaine courbe c ; ensuite une seconde sur- ■ 
Ëice déreloppable (IV) qui la circonscrive pareillement dans toute 
l'étendue d'une courbe quelconque c'; si au point P placé à la foi» 
sur les deux couibes de contact , l'arête de ( B ) est tangente à U 
courbe c', lien des ctmtacts de (D') , récijHraqttement, Faréte de (IV) 
passant par ce point , est tangente à la courbe c , lieu des contacta 
de (D) sor la sur&ce générale. Ces deux droites, réciproquement 
arêtes et tangentes, sont celles que nous avons nommées tangentes 
conjuguées par rapport aux sur&ces quelconques.» Nous o&irons 
encore d'autres raisons de cette dénomination^ 
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ARTICLE IL 
^application aux lignes de courbure des surfaces. 

Lorsque les tangentes conjuguées deTÎenneat réciproquement 
orthogonales , nous savons qu'au point de leur intersection elles 
sont tangentes aux lignea des ci>ui:bure9 principales de la surËice 
(I" Mémoire , g XV) , et nous ferons voir dans l'article IV de ce § , 
la légitimité de cette assertion : maintenant il nous suffît d'appeler 
lignes de courbure, celles qui partout sont dirigées tangentiel- 
lement aux tangentes conjuguées orthogonales : l'expression diffé- 
rentielle qui donnera la condition d'orthogooalïté de ces tangentes , 
sera doue l'équation diflerentielle même des lignes de courbure. 

e . ^ a(Z— r)+X— ai:=o, , o'(Z— z)+X™*=o, 
Soient ,;,,■; -v- ■ et ,,)„ \ , v 

les équations des ^trx tangentes conjuguées projetées sur les plans 
des Xy z et dés y, z. 

En conservant les notations ^ et 4 (*> de l'article précédent, oq 
tnira ëri^emment 

Maintenant les deux tangentes conjuguées devant être Tuoe ci 
l'autre sur le plan tangent, 

<m a Sabord . 

i + a/j + ftî = o, 

X +û'pH- i'j=o, 

c*) Pour ne pas trop charger nos formules par des accents , nous metironi 
fl l'iTenlr p et ■^ simplement ponr désigner les tangentes trigonomitriqnes ju»- 
qn'ici désignées par p' et ^. Alors nous aucons 

tfy=:pdx, dy^^'^dx, au lieu de ày:=ifdx;, dy^-^'dx. 
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et parce qu'elles sont à angle droit, il Ëtut encore qu'on ait 

1 + ûa' + i^' = o. 

Or, ces trois équations donnent immédiatement 

aa' -\-hV + (ap + ^){<i'p •+■ *'î) = o > 
ou 

>+i^+0'+^î)(p+|î)=<'.^ 

équation qui, par la substitution de fi et 4 P'^ur - et -r, de- 
vient, en ordonnant convenablement les termes, 

c'est la condition pour que deux tangentes cooji^éesi représen- 
tées en direction par fi et 4r soient réciproquement orthogonales. 
Cette équation appartient donc eUe-méme aax-tignes de courbure. 

Donc Jes lignes des deux systèmes de courbure sont données 
eu 9 et 4 par deux éqnationa, l'une (A) , e:q)niiuiDt seulement 
qu'elles sont dirigées suivant des tangentes c(H^uguée5, rautFe(B), 
^'elles se crn^ent à ai^ droit- Rapprochons ces àxxss, équttti9ii».. 

(A).,.. rH-^(fH-4)+f?)4=o, 

4B).... H-p-+i'î(?+4)+CH-î')'P4=o- " 
3i nous làisons i-t-j?»=r', ^=y, 1 +î'=ï'| Téquation (B) 
aéra d'une forme entièrement 6en:û>liaMè à féquation {A) , €wt~ 
à'dire que r et r', s et y, ï et i', y entreront absolument de la 
même manière. 

Il est d'ailleurs évident qu'il n'entre que des fouctions symé- 
triques de f et 4 ^^^^ 

(A)....r-|-i(? + 4)+ '*4=û, 
_ [B]....r'+i'(^)-|-4)-fï'?>4 = o. 

Si donc nous vootons obtrav une éqtKtioii uuiqoe ^ embjwae 
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à la fi>i9 les deux râleurs ^ de f et 4 ; en prenant leur somme; 
simple et leur produit, nous aurons <*'- 

donc, d*après le théorème connu sur les. coefficients des équa- 
tions, 

est l'équatîoD unique des lignes de courbure. Si, en effet, nous 
remettons povu* r', s'^ f' leurs valeurs i +p', pq , i +g', nous 
aurons 

(C)- • • (|)'[(i+î')*-i^ï]+ 1 [(1 +3')r- (J+Z'-JO 

équation identique avec celle donnée parMonge, feuille xg" d'Ana^ 
lyse appliquée, et auparavant dans un Mémoire sur les déliais 
et remblais. (Mém. de TAcad. des Scienc. de Paris pour l'année 1781-) 
C'est aussi ce qui devait être , puisquç nous ayons adopté les 



{*) Antr«meiit : Pour séparer f et 4'> on obserrera qne lea éqiutioiu (A) et 

rBl peaT«Bt être mûef sons U forme J- + -3— ? = p , ^ + - , ■'. , ■ = , 

* + (ip * + *♦ 

«e qm d(»ne imméaiatement 

^-^±^ = 0. «Toi »'(l'.-/<) + »('''--''0+C'''— ''•)=». 

équation (pii donnera pour racinea lei deux valeurs f et i)f correapondautea à chaqD» 
point, et qui aéra elle-mtme l'équadon diffÊrentielle des lignes de coarbure, en 

wppount que y =-4^ , soit l'équation différentielle de la conrbe touchée cons- 
tamment par une des tangentes conjuguées orthogonales : cette conrbe est dans M 
fu-ici, nna ligpe.de courbure de_l« surface <pie noua cimtid^om. 
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âésignations par lesquelles ce géomètre a représenté les coefficients u« mémoire. 
différentiels qui en sont les éléments. 

On peut mettre l'équation des lignes de courbure sous cette 
forme très-élégante, (C). . . 

ou plus simplement 

Pour découvrir l'analogie des trois coefficients de cette équation, 
écrirons ainsi les trois rapporta : 

1" ''-=i±£,, . : 

a« .... - = ?5, 

Les difTérences a« — 5«, i*»— 3«, 3" — a", multipliées respec- 
tirement par les r^ s, t qu'elles contiennent , seront les troi^ 
coefficients cherchés. 

II est plus utile qu'on ne pense, de donner aux résultats ana- 
lytiques une forme symétrique et Êàcile à retenir : celle-ci est d'au- 
tant plus remarquable que , tout en soulageant la mémoire , elle 
rappelle entre les r, j , / et les /) , ^ , une analogie qui se 
présentera souvent, et dont la considération nous sera d'une grande 
utilité. 

On voit par la marche que nous avons suivie, qu'on peut éga- 
lement représenter le système des deux lignes de courbure , par 
une équation unique, 

(C)- @)"[(>+î->~P5«]H-|K>+î-)r-(i+>-)q 

H-;^'-— (n-î')i=o. 

i3 
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W- MÉHOIRB, OU 

et par le système très-simple des deux équations 

(A).... r+i(?4-+) 4-^4 = 0* 

(B).... i+j3'H-^(^ + 4) + (i+9')<p4 = o, . 
ou 

(A).... r+j(fH-4)4.*p+ = o, 

[B].... 7'+^'C* + 4')H-ï'H = o- 
Dans ces dernières équations, ^> et 4 représentent sur le plan 
des X, y, des tangentes Urigonométriques appartenant à la direc- 
tion des lignes de courbure. Ces dernières équations ont Favautage 
de présenter isolément les relations de 4» et 4 ^^^c les éléments 
du premier ordre p, q, et avec cens du second r, s, t; de ma- 
nière que lorsqu'on n*aura besoin de connaître qu'une seule rela- 
tion entre <p et 4> on pourra choisir celle de ces relations qu'on 
voudra , suivant que les éléments du premier ou du second ordre 
seront plus ou moins avantageux à employer. J'ajouterai , enfin , 
que toutes les fois qu'il s^'agira de déterminer des relations quel- 
conques entre les lignes de l'une et de l'autre courbure , il sera 
plus facile et souvent plus élégant de se servir du système de ces 
équations, que de comparer entr'elles les Valeurs radicales de 
l'équation générale (C) qui embrasse à la fois les lignes des deux 
Systèmes de . courbure : c'est ce dont nous présenterons plusieurs 
exemples. 

. ARTICLE IIL 

Des rayons de courbure des sur/aces et de ceux de leurs 

sections normales. 

Fdur déterteioet' ^ la Surfeioâ quelconque (S) ayant pour équa- 
tion du premier ordre, dz=pdx-\-qdy , le rayon osculateur 
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d'us^wcUoQ QOT^n^lf ^elçoaque au poîot x , y , t;en aftpelant »« méhoibe. 
3^, y, z' les coordopaies du centre de courbure , «t f la gran- 
deur du rayon, nous aurooa d'abord 

Mais le rayon / est dirigé suivant la nprmale de (S) au point 
x,y fZ; il feudra donc que ses exlrémités ou les points x,/, z 
et *', y, z' soient l'un <et l'autre sur celte normale , dont les 
équations générales sont 

3C — X 4-p (z — Z) = 0, 

J'-»YH-îCz-'Z)-=o, 
XyYyZ étant le^ coordonnées courantes ; iÇtY, .z eell^s 4u -point 
d'application sur (S) : donc nous aurons entre ^, y ,^ et A^,^'; 2' 
les deux équations de condition , 

X — x' + ^(z— s') = o, 

d'où 

f=(z-z*)*(i+f' + 30 et /=(z-lz')/(i^^*.+ 4»j 

&isant donc « ^ V^(i — p' -}- q") , on n 

f 3^ «l(z-i-z') 

March.i»s maintenait sur la^sujifuoe ([S);, da^^ \% 9çw 4eil»tBec^oa 
nonqude .que nous conçi^^nMis et poia* laquelle -^ = ^. 

X, y, z variant infiniment peu de grandeur, lé rayon/» et les 
coordonnées x', y'j z' du centre de courbure ne varieront pas : donc 
la différentielle de f ou de /* s«^a nulle , ^e qu^ donne pour différen- 
tielle du premier ordre , à cause de ^ = ■\dx , dy = ■\.'dx*. 

o^x—x' + {y—y')-^-\-{z — z'){p-\-q-\), . 

et pour différentielle du second ordre , 
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u» MÉMOIRE. €sn obscrvant que les deux termes {y — y)4'-f.(z — 2^ f^' 
s'éranouiasent d'eux-mêmes en vertu de réquation de condition- 
y—y'*\-<l (z— z') = o. On a donc immédiatement 

_ _ ,/ >+p' + ap.7^ + (i.+ q')4^ 

r + M'+ï'J^ ' 

pu bien , en reprenant la notation r', y, V que nous avons déjà 
employée , 

,__, Z + a.'^J. + t'^ 

* ^ r + ai-J' + 14^ » 

et par conséquent, 

équation où 4 > comme nous l'avons dit, est la tangente trigono- 
métrique de l'angle formé par l'axe des x et par ht projection , sur le 
plan des X , y ^ de la touchante de la section normale que nouS' 
considérons. 

A présent, comparons ce rayon de courbure avec celui de la, 
section normale qui passe par la tangente conjuguée à la première 
tangente, et conscrrons aux signes 4 ^^ f* l'expression que nous 
leur avons donnée jusqu'ici. 

(A).... r+*(^4-4')+'^4' = o 
est, comme nous sarcms, l'équation de condition à laquelle deux 
tangentes au même point de la snr&ce (S) , doivent satislàire pour 
être conjuguées. Nommant P le rayon de la section normale cor^ 
respondante à p , nous aurons évidemment 

* r + ajf-Hlç' ' 

DemandoTîS'nous quelle doit être la valeur de P+ f, somme 
des rayons f etV de deux sections conjuguées ? Elle sera d'abord 
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Réduisons les deux fractions da second membre au même déno-iiaitMËMOïKE: 
minateur; et pour le Ëiire avec plus de simplicité , obserrons 
d'abord qu'en retranchant de chaque dénominateur la quantité ' 
/• + j(^H- 4}+*î4=^ **> **° "'en change pas la yaleur. Mais 
alors ils deviennent , le premier , 

<4 — ^) H- H(4 — ^) = (4 — ?)C* + *'^) > 

le second, ("P — 4X*H- ïP)- 

Réduisant tout au même dénominateur, nous aurons 

Développant les produits da numérateur, et supprimant ]es termes 
-f- j's—r's + a*'t4$ — aj'*ç4 j 1"i *^ détruisent, on a 

ft.^ + a/*.4 + «'5.4' + ''^4-4 

— ^^4 — fl/j-ç — i'*.^* — Z'^+.if. 
Divisant par ^ — 4 =^(4~'4')> ^ disparaîtra des deox termes, 
il vient 

r'i — a /* — f[s{(p + 4) + «p4] , 
OU T^t — as' S -i-fr, 

puisque réquation (A)donne i(^4-4) + ^4=~*''- 
Donc le numérateur de p+V se réduit simplement à 
tt.(r't—3s's + fry, 
et de même le dénominateur 

C* + H)(f+^) = **+ï[i(<p+4)+^4]=*'— '^j 

ou — (rt — s*): 

donc enfin, 

OU, en développant, 

f-T- *- . rt— f» 
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»*• MÉMOIRE. On olMerrera que cette Taleur de p + P est iDd^Ddante de 
9 et -^j d^oii résulte cette propriété générale des sur&ces: La 
somme des rayons de courbure des diverses sections normales 
d'une surface quelconque, conjuguées et prises deux à deux, 
est pour un même point de cette surface une grandeur constante. 

Les rayons de courbure de la sur&ce même , appartenant aux 
sections normales &ites suivant les tangentes conjuguées rédpro- 
quement orthogonales , il s'ensuit que la somme des rayons de 
courbure des sections normales conjuguées est une constante 
■ effile à la somme des deux rayons de courbure de la surface, 
au point que l'on considère. C'est, comme on voit, une équa- 
tion du premier degré, entre les deux rayons de courbure d'une 
surËice en chacun de ses poîhts ; et cette relation est par consé- 
quent d'un ordre encore plus eimple que celle qui réunit les tan- 
gentes conjuguées -et les lignes de courbure; puisque les équations 
(A), (B) de ces l^es coût l'une et Tanlfe du second .degré 
en ^ et 4. 

Si nous voulons que p et F ne soient pas seulement les rayons 
de deux sections normales conjuguées, mais qu'ils soient particu- 
lièrement ceux -de courbure -de la sui&oe, il Ëiudra que ^ et -^z 
soient alors b» enlr^enx par iee relaticms qu'établissent les 
équations (A) et (B) des lignes de conrbtre- Pour cela, il faudrait 
généralement prendre les valeurs de f et P en ^ et 4» supposer 
entre ces deux dernières grandeurs les relations données par les 
équations (A) et (B) ; les éliminer de ces quatre équations , ce qui 
donnerait d'abord les valeurs radicales de p et P : en faisant en- 
suite disparaître les radicaux, on s'élèverait à l'équf^on unique 
qui contient les valeurs simultanées de f et P comme racines. 
Mais cette opération effectuée ainsi , jetterait bilans de trop longs 
calculs , et Ton peut parvenir au même résultat par une voie moins 
pénible : 4a voici. 



iÇigrti. 
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Comparons d'abord les valeurs de (p), (P); (A) et (B). 



U"* MEMOIRE. 



Cp).. 
(P).. 



. P= — . 



>^ + aj'f + J' y 

(A).... o = r + «(<p + 4)4- 'H- 
A la seule inspection de ces valeurs ainsi rapprochées, on voit 
que les numérateurs de / et P se déduisent de leurs dénomina- 
teurs , comme l'équation (B) se déduit de l'équation (A). Il suffit , 
en effet, dans l'un et l'autre de ces cas, de changer r* en r, s' en j , 
^ en t. Mais en cherchant la valeur de /+F , nous avons vu 
que les dénominateurs de / et P se réduisent, au moyen de l'équa- 
tion (A) , à 

{4-*)(« + H) et (^~4)(j + f?). 
Donc, au moyen de l'équation [B], leurs numérateurs se rédui- 
ront à 

(4-*)C^+f4) et {p-^)is'-\-t'^). 
I*s rayons / et P , lorsqu'ils sont les rayons de courbure , 
prennent donc d'abord cette forme très-simple, 




<*> Si Toa observa que les équations (A) et fB] peuT«a* être mua sops la 
forme 

(A).... r-f- j+ + (i+t^) ç = o, 

"^^ = ^ï# > de même i:^^tj:il. 

Donc ausai les deux rayons de courbure de la surface peuvent être présentés 
•MU cette fcarme 



on Tetra que - 



tl^■■ 
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itw HÉHOniE. Ces valeurs développées domieront 

Vf} — »• s-i-t^ » 



s + tf 

Maintenant, pour obtenir une équation unique qui donne simul- 
tanément les valeurs [f] et [P] , comme déjà nous en connaissons 

la somme /•+-P = — ût. ^— ^ — . 

Nous n'avons plus qu'à cha:cher la valeur de leur produit fP. 

Or j rt — s' est le produit des dénominateurs : donc A*{r'f — s'y 
est celui des numérateurs. Donc enfin, 

fJT »• rt_J* — rt — J» 

Ainsi le système des équations qui font conmûtre les rayons 
de courbure est 

Donc l'éqaation générale des rayons de courbure est , en appelant 
K la raciae commune, 

Monge a désigné H— s" far g, (i +p-)t—2pqs+{i + q') r 
par A, et j/(i-i-p»-f-5')par *, et ila obtenu^»4-MR-f-A*^o, 
pour équation aux rayons de courbure ; l'identité de ces résultats 
est évidente : cette équation peut être mise aussi sous la forme , 
K-{H—s-) + h.{re—!us'+tr')(r'e — s'-f + (r't—s")=o. 

«En «Bit, o» a ^t — /•=(,l+|f)^^ +(f) — p•^•^\+p' + f■ 
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Les réflexions que nous avons présentées en parlant des équa- 
ttans des tangentes conjuguées et des lignes de courbure, sont 
également applicables ici , où nous faisons entrer séparément 
dans nos calculs les rayons de l'une et de l'autre courbure, 
comme ceux des deux sections normales conjuguées. Ainsi nous 
en tirerons les mêmes conséquences sur les avantages que pré- 
sentera l'emploi de ces équations, dans l'analyse des surfaces dont 
les courbures sont liées entr'elles par une loi quelconque. 

Ayant de terminer cet article, noUS ferons remarquer une fonc-r 
tion symétrique des deux rayons de courbure [j>] et [P], dont la 
considération est très-importante Puisque 

[II. .-./ -I- P s _ ^ C'+g'jr— flM^ + (i + p')f 

«' Pi] 'i" = ;r^. 

pp ; 7' ' — f p' 

C'est la sorume des valeurs inverses de [/] et [P]. 

On aurait pu, d'ailleurs, tirer immédiatement la valeur --4- ~ 
de réquation du second degré en R dont les racines sont f 
et P j car, en y mettant ^ pour R , on aurait eu pareillement pour 
second terme réduit, et pris avec le signe moins, « 

(i + ?')r— apvf + (i+p-)t 

c'est la somme des nouvelles racines - -H s- 
f «^ 

ARTICLE V. 

Du plus grand et du plus petit rayon de courbure des surfaces. 

Nous connaissoE^ déjà la limite qui sépare les deux courbuires. 
d'une suiËtce courbe ; mais nous ignorons encore quelle est, pour 

i4 
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n»* MÉMOIRE, chacune d'elles, la seconde limite de celte grandeur; celle qui, 
par exemple , pour les petites courbures , présente la. moindre 4^6 
courbures; et qui, pour les grandes courbures de la sur&ce, pré- 
«ente la plu* grande des courbures. Proposons-nous de déterminer 
ces valeurs extrêmes. 

II est évident que ces courbures correspondent à la plus grande 
et à la plus petite valeur que puissent prendre les rayons /> et F 
des sections normales de la surface. Il faut donc que leur valeur 
soit alors un maximum ou uh minimum , et par conséqusit, que 
leur dififêrentielle, prise en passant d'un rajim au suivant, soit nulle. 
,0r, le rayon d'une section normale quelconque est (artide 
précédent ) , 

Donc (// := o , pris par rapport à 4' > dwme immédiatement 

(r'-f af'^ + H') C *+ ^^^) — (r+ aj^ + ^4') (*'+ tf-\) =o, 
d'où 

r + ail)- -h ('f ■'-J-14'' 

Mais le premier membre de cette équation , multiplié par — et, 
' est la valeur du rayon de la section normale qui doit être un 
maximum oa un mirtimum ^*',' 

Elle second membre , pareillement multiplié par — a, est celte 
du rayon même de courbure de la surface ; c'est-à-dire , du rayon 
de la section normale dirigée salivant une des lignes que nous 
avons nommées Hffnes de courbure. La courbure de la surface 
est donc effectivement un n[iaximum ou un minimum ^ suivant 
les lignes dites de plus grande et de moindre courbure. 

W Des deux valenrs f et «f* <1UÎ correspoiideiit aux deux aections normales 
L'mites, l'une eat un maximam quand l'autre est un tilinimum; puisque leur 
somm* Ht égale à celle des rayons de denx aectious oomudes coujugées quelconques. 
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Dans rarUcle II de ce §, nous avons détcrmlDé les lignes de U"*HÉHOiRAr 
courbure par leurs relations avec les tangentes conjuguées y nous 
venons de les déterminer maintenant par leurs relations avec là 
courbure des sections normales , et nous rentrons ainsi dans le 
cercle des propriétés à qui elles ont dû leur dénomination. 

Et puisque nous avons Ëdt voir que les directions des deux 
lignes de courbure qui se croisent en chaque point y sont constam- 
ment orthogonales , il Èmt en conclure cet admirable théorie ^ 
d'Euler, qui a été pour la géométrie moderne Ufcourôe des plus 
grands prc^és : 

En chaque point d*une surface, les deux directions déplus 
grande et de moindre courbure sont constamment à angle 
droit. 

Mais c'est ici le lieu de Ëiire connattre les autres propriétés de 
la courbure des surËices, qu'cHi doit à ce géomètre à fécond en 
résultats heureux. • 

ARTICLE V. 

Démonstration de plusieurs théorèmes d'Euier sur la eourlure 
des surfaces. 

Pour opérer avec plus de ËtcQité > sans nuire d'ailleurs à la 
généralité des résultats , supposons que le plan tangent en x-^y, z 
soit parallèle au plan des x , ^ : ce qui ne change rien à la forme, 
de la sur&ce ; alors nous aurons 

^=j)=o, 2^=3=0; d'où flt= /(i+iï' + îO^ii 
et ensuite 

7^= l +Jï'=l, ^sspqsssOf f=i.'^q*=ii. 
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Donc enfiD on a , pour le rayon normal quelconque , 

i/; — r— r + iu4' + n" 
- . 0---7 = -'-^^^- 

Maintenant , à la place de la tangente 4 > mettons la tangente 
d'une section perpendiculaire à la première, c'est-à-dire, — - 3 > 
nous aurons un nouTcau rayon / qaî donnera 

f'J"" t' ~~ 1-I-+" ' 
et par conséquent 

Mais ce résultat ne contient pas -X ; donc la somme - + 4- restera 
la même pour toutes les valeurs qu'on pourra donner à 4 j i' 
feut donc en conclure ce théorème général : 

5"/ deux sections plaïies sont faites à angie droit suivant la 
Twrmale quelconque d'une suiface^ en divisant l'unité succes- 
sivement par les deux rayons osculateurs de ces sections , la 
somme des deux quotients sera constante dans toutes les po- 
sitions que pourront prendre les deux sections normales quel- 
conques. 

Passons à d'autres propriétés. Sans rien changer à la courbure^ 
de la surface au point Xy y , 2 , non - seulement nous pouvons 
supposer p=: o, q=o, mais aussi i= o. Puisque la transforma- 
tion générale des coordonnées orthogonales permet de disposer 
arbitrairement de trois grandeurs. 

Par cette nouvelle hypothèse, l'équation des tangentes conjuguées 
(A).... ■r + ^('Pr+-4)+ïH==o> 
deviendra simplement 

r H- Ap^ = <*• 
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Si maintenant on veut avoir les valeurs de (p et 4 qui corrcs-, u 
pondent aux deux directions des tangentes conjuguées orthogo- 
nales, c'est-à-dire, aux directions dés deux courbures principales, 
leur orthogonalité exigera qu'on ait i + (p4 == o. Pour que cette 
équation n'implique pas contradiction avec r-|-*p4 ^ o; il faudra 
que f-]/ devienne de la forme | (à moins qu'on n'ait r=t, cas 
particulier dont nous nous occuperons avec détail ). Ainsi ç sera 
nul, et 4 infini. Mais 9 et 4 représentent ici, par hypothèse, la 

direction ^ des deux courbures principales : donc lorsque s = o ^ 

les directions des deux courbures principales de la surface sont 
celles mêmes des axes des x et des *y. 

Par l'hypothèse ^ =: o , la valeur inverse du rayon d'une section 
normale quelconque devient 

t'i\ 1— r + '-i-' 

VfJ f " i+^' 

tandis que la valeur inverse des deux rayons de courbure devient , 
en Êtisant tour à tour dans cette expression 4 = et 4 = s > 

Si donc nous observons que -- -^ est le quarré du cosinus de 
l'angle formé par l'axe des x, avec la section dont p est le rayonj tandis 
que . - ^^ -t ; est le quarré du sinus de ce même angle ; en le désignant 
par â) , nous aurons immédiatement 

c'est-à-dire que « la valeiu: inverse du rayon d'une section nor-; 
maie quelconque, est égale à la sonune des valeurs inverses des 
deux rayons de la surtace même, multipliés respectivement par le 
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HiM MéHOiKE. <ïuaiTé du cosinos de Fangle qoe forme chaque firection principale 
de courbure , avec la section normale que l'on considère. » 

L'équation précédente peut être mise immédiatement sous cette 
forme 

Mais , par les principes de la trigonométrie /on sait que 



COS*a> £= -^ -f- 7 C08 9«; 

donc 



CM S«l 



Ce dernier rapprochement fournit la construction la plus élégante 
et la plus simple pour déterminer le rayon (f) d'une section 
normale quelconque , en fonction de l'angle » que &it le plan de 
cette section arec l'une des courbures principales. (Voyez la note II.) 

ARTICLE VI. 

application des théorèmes précédenis à la ihiorie de l'action 
capillaire. 

L'auteur de la Méchaniqne C^este , après avoir développé les 
lois de l'attraction des grandes masses planétaires, a transporté 
la même analyse à ces phénomènes si délicats que, pour indiquer 
la petitesse des distances qui les rendent sensibles, on a cru devoir 
donner à leur cause le nom d'action capillaire. U n'entre pas 
dans notre sujet de parler des méthodes de méchanique par les- 
quelles sont développées les lois de cette attraction singulière ; 
mais la même théorie oflhtnt une des applications les plus mar- 
quantes et les plus heureuses des propriétés du contact et de la 
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courbure des surfeces, nous devons faire connaître Fesprit de ir«. mémoire. 
cette application : par là nous répandrons un nouvel intérêt sur les 
vérités abstraites que nous venons d'exposer. • 

Lorsqu'un fluide communique entre deux plans fort voisins , ou 
dans un tube très-étroit , tantôt il s'élève au-dessus du niveau 
naturel du reste du fluide ; tantôt il reste plus bas : rarement, enfin, 
se place-t-il à la même çlévation que le fluide extérieur avec lequel 
il communique. ** 

Dans les deux cas les plus fréquents , la snrfàce du Suide élevée 
ou déprimée, n'est plus horizontale j elle est concave dans le pre- 
mier, et convexe dans le second. 

Or, la courbure plus ou moins grande affectée par la sur&ce v 
extérieure du fluide , et l'élévation ou la dépression de ce fluide , 
étant les effets simultanés d'uue même cause , ont entr'elles une 
relation nécessaire : exprimons cette relation. 

Supposons d'abord que la surËice du fluide renfermé dans un 
lube, soit sphérique. Chaque molécule de la colonne renfermée 
dans le tube, attire et est attirée suivant une force qui, comme 
nous l'avons dit , n'est sensiUe qu'à des distances insensibles. Si 
donc on cherche , d'après cette condition , l'action de la masse 
fluide sphérique sur une de ses molécules ; cette action dirigée 
de la molécule au centre de la sphèrç , sera composée de deux parties 
bien distinctes, l'une agissant de haut en bas, l'autre de bas.en haut. 

ha première K, fig. 3 , représentera l'effet de la masse fluide en la 
supposant terminée par un jjan lOK ; la seconde représentera l'effet 
opposé du reste de la masse fluide comprise entre le plan tangent lOK 
et la partie sphérique KOM ( c'est ce qu'on appelle un ménisque). 

Il est visible que si la surface NOM est concaf e , la masse fluide 
étant composée des deux parties EIOKF, MIOKN, l'effet de la 
masse entière sera la différence de leurs eflèts. ( Voyez la note ÏII. ) 

Au contraire, si la sur&ce est convexe, fig. 3 l'effet de la masse 
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, fluide EMONF sera la somme des e^ts de la partie plane EIOKF, 
et du ménisque MIOKN. 

La première grandeur K est nécessairemeat indépendante de 
la seconde , elle est toujours la même ; tandis que l'autre =5 °°"^*' 
est réciproquement proportionnelle au rayon / de la spbère MON; 
c'est-à-dire que si dans deux cas diiférents , le fluide est terminé 
par une portion de la spbère dont f soit le rayon , ou de la sphère 
dont f, soit le rayon , les actions des parties sphériques MIOKN 
seront représentées par — et — ; la demi-soname de leurs actions 
serait donc =: - ( — H — - ) : donc aussi la moitié de l'action totale 
du fluide sera , suivant les deux cas , fig. 2 et 5 , 

Arrivons maintenant au cas général. 

L'action capillziire n'ayant lieu qu'à des distances insensibles ; si 
h est la limite de la hauteur où cette action cesse d'êftre sensible, 
il est évident qu'une portion sensible de apbère fluide la sphère 
même toute entière n'ont pas plus d'action sur un point quel- 
conque , qu'un de leurs segments très-petit , et dont la flèche / est 
dirigée sur ce point. 

Mais dans l'étendue d'un segment très-petit, une sur&cs se 
confond sensiblement avec toutes les surfeces qui l'osculent. Cette 
action de la spbère ou de son simple segpient, est donc égale à l'action 
d'une surface particulière dont les deux rayons de courbure seraient 
sur la flèche du petit segment , cgawç au ray<Hi de la sphère, Ainsi , 
par exemple , la spbère pourrait être remplacée par une surfece 
de révolution ayant son sommet à l'extrémité de la flèche du seg- 
ment, et le grand cercle de la sphère pour cercle osculateur ds 
ses méridiens.. 
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. De même ensuite , lorsque la surfece du fluide est quiconque, n»» mémoibe. 
le petit segment dont la flèche est /a sur tous les points du pro- 
longement de cette flèche , la même action que le corps terminé 
par la ^^fàce entière , ou terminé par une surface quelconque 
osculant la primitive au sommet du petit segment (c'est-à-dirè, à 
l'extrémité de la flèclie /)• 

Mais au lieu de substituer une osculatrice unique à la surface 
du fluide renfermée dans le Tube, ce qui ne serait que reculer la 
difficulté sans la vaincre, suivons une autre marche. Supposons 
que la flèche / soit l'axe dt^tube, ou simplement la normale à 
la surface fluide , qui esit en même temps verticale ( on voit qu'ici 
nous supposons le tube vertical ) . Menons par cette flèche une infinité 
de plans verticaux qui tracent sur la surÊtce du fluide une infinité 
de sections normales : ces plans > d'ailleurs , étant tels qiie chacun 
forme , avec le suivant , un angle constant d-K. A chaque zâne dé la 
Surface tenhinée par deux sections normales consécutives ^ nous 
pourrons substituer une zone sphériquè ayant pour méridien le 
.cercle osculateur de cette zAne ; car le petit filet triangulaire 
ONN'ra j fig. 4, compris entre les deux zones sphériquè et quelconque 
ONN', ONn; ce filet, dis-je, sera toujours infiniment petit par rapport 
à la tranche OMNN'O comprise entre la zone. quelconque, et les 
deux plans consécutife qui limitent (es deux zones. 

Si donc le rayon génial de la section normale est f , on aura 
— pour l'action du ménisque entier, et - . — pour l'action d'une 
tranche comprise entre deux pians formant un angle d-n-('T est 
là demi-circonférence). ' ' ' " 

MaK nous venons de voir que cette action est aussi celle de la 
tranche correspondante de la surfitce quelconque ; on aura donc 

enfin / — - -- pour l'action totale du ménisque terminé par la sur- 

&ce quelconque 5 et parce que d'X et "jr sont l6s mêmes pour 

j5 
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* MÉMOIBE-. toutes les valeurs de j», j'aurai simplement H — f- pour c^e action 
du ménisque ; donc faction même de la masse entière du fluide 
sera Ksp-^J -, suirant que le ménisque MIOKNser^pncave 
pu convexe. 

Si donc je conçois qu'à partir d'une première section normale, 
je détermine premièrement les rayons f ', p", p'", .... des sections 
normales &i$ant arec la première ua angle égal à i> a, 5,. . .fois 

tf* jusqu'à - ou l'angle droit ; ensuite les rayons p, , p„, p,,, 

des sections normales formant avec la première un angle égal 
i-, plus 1, 3, 5,... fois dW; il est évident que les sections ayant 
respectivement pour rayon p' el p, , p" et p,^ p'" et p,,,, etc. sertmt 
it angle droit '*^. 

Mais on sait qu'en chaque point d'une sur&ce , les valeurs in- 
verses des rayons osculateurs des sectioDs normales jouissent 
d'une propriété bi^a précieuse , c'est que lew somme est constante 
quand ils appartieiinent à deux sections réciproquement orthogor 
nales. (Voyez l'article précédent.) 

On a donc immédiatement 

-^_-_T--(--— _--t--. 

Si donc je développe ainsi la somme des valeurs inverses - , 
qui correspondent à cette section normale , j'aurai 

et comme le nombre des rayons pris deux à deux , est égal an 
quart de la circonférence = ^ ■* , divisé par l'angle dit des section» 

t*> A£n de mieux fixer les idées , dans la figure 5, noiu avons écrit f', f', f', etc. , 
t/t r.i r. anrles directions complémentaires des sections normales respectire- 
Veu perpendiculaira. 
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conséoQtires^ cette équatitm se réduit à 

Mais nous avons prouvé <{ue le second membre de cette équ«t< 
CioD représente la somme des actions de deux sphères ayant pour 
rayon f et p. ; tandis que le {o^mier memlire représ^ate l'action 
même de la masse fluide, tenninéé par une surface ipielconque, 
pour laquelle p' et p, sont les rayons de deux sections normales 
faites à angle droit dans la sur&oo. 

Donc , enfin , faction, du fluide terminé par une suJfact 
quelconque, est sur un point donné de lanortnale à cette sur- 
face, égale à la demi-somme des actions de deux sphères, ayarU 
respectivement pour centre et pour rayon, le centre et le rayon 
osculateur de deitx sections normaies faites à an^e droit sur 
la surface du fluide ( et faites par le point donné ). 

Mais les deux directions de phis grmde et de méandre courbure 
sont toujours à angle droit : si dono nous concevons les deux 
sphères ayant pour centres les deux c^itreâ de courbure de la sur- 
fitce y et pour rayons las deux ra/ons oâculatei^ , la moitié de lèor 
action totale sur un point de la normale , sera précisément égale à 
Taction de la sùr&ce qaelconque du fluide ^*\ 

Après avoir détermitiié l'action du fluide sui* ses propres mo- 
lécules ^ U. fiiut déterminer U figure même de la surftiCe qui le 
termine , et cette recherche est encore plus délicate que les 
précédentes. 

Lorsqu'un fluide animé par des fotcés queldotiqtiéa est en équi- 



té) Quand nous parlons de l'action d'une surface , U s'a^t toujours de l'actioB 
d'une tnasav fluide terminé* par cette snr&ce. 
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II"" «ÉMOIAK litre , si l'on conçoit un canal dont les deux extrénutés aboutissent 
à la surface de ce fluide , il. faudra que la partie du fluide conte- 
nue dans ce canal ou syphon, soit d'elle-^nême en équilibre en 
vertu des forces qui agissent sur lui. Si donc la sur&ce du fluide 
est AOB, fig. 6, il faudra que la partie du fluide contenue dans 
le canal quelconque NSO soit d'elle-même en équilibre. 
Or je Tois d'une part, au point O (en nommant p' et pj les 
' deux rayons de courbure de la surfece pour ce point ) , que les 

forces qui agissent sur le canal sont en somme 

a Vf p, /' 
tandis qu'au point M ( R' et R, étant , pour ce point , les rayons de 
courbure de la surfàqe du fluide) je vois les forces 

-.. '- ^-Kh + r) 

plus le poids gz d'une colonne d'eau dont la hauteur OM=z diffô- 
rence de la hauteur du fluide dans les deux branches du canal. J'ai 
donc enfin pour l'équilibre du fluide de ce canal , 

Mais la théorie de la courbure des sur&ces nous a foitconnattre 
( art. V ) la valeur générale de la sonune g? + ff- des valeurs in- 
verses des rayons de courbure , et elle est 

donc enfin ^ 

l„\ (1 +<)')r— apgi+Çi +f')t _ œ — i J. i 

Telle est l'équation générale aux difTérentielIes partielles du second 
ordie, qui appartient à la surface du fluide. 
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Cette équation une fois intégrée, présentera deux fonctions arr 
bitraires qu'on déterminera, 1°. par l'équation des parois du tube; 
a', par rinclinaison des plans tangents à la surËice du fluide aux 
points limites où elle aboutit aux parois. Or, par une considération 
très-6ne , on Biit voir que cette inclinaison doit être la même pour 
tous ces plans tangents. 

Si l'on observe, en effet, que l'action capillaire n'est sensible qu'à 
des distances insensibles ; chaque élément de la paroi du tube , 
dont l'attraction détermine la convexité ou la concavité du fluide, 
n'ayant qu'une étendue extrêmement petite , pourra toujours êtrç 
confondu avec son plan tangent ; la courbure du tube ne produira 
donc aucun effet sur la concavité ou la convexité du fluide au con- 
tact de la paroi. Donc l'inclinaison de cette concavité ou de cette 
convexité sera constante dans toute l'étendue du contact de la 
paroi du tube et de la surËtce du fluide. 

Revenons â l'équation générale ( a ) de cette surfece; si l?on 
suppose qu'elle appartient à une sur&ce de révolution , ce qui a 
lieu quand. le tube est aussi de révolution, cette hypothèse donnera 
entre p, g, r, s, t une nouvelle relation , ce qui particularisera 
la surface que l'on considère.. ^ 

L'analyse iotégrale par laqueUé on arrive enfin à l'équation de 
cette surËtce , est trop savante et trop compliquée pour que qous 
puissions en retracer la marche , qui d'ailleurs n'a rien de com- 
mun avec notre objet : nous nous contenterons d'indiquer , par 
des considérations géométriques , ce que les calculs démontrent 
rigoureusement. 

Rappelons-nous cette propriété que nous venons d'énoncer et d« 
démontrer: La surlàce fluide vient partout rencontrer, sous un 
même angle , les parois du tube qui la termine. Si donc on adoiet 
avec Laplace, que .cette sur&ce est à très-peu près sphérîque» 
nous veiTODS que ks ménisques MIO^, %. a et 3, sQnt 
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semblables dans les tubes de diamètres différents , mais d'aillcors 
homogènes, et ploogés dans le même fluide ; c'est-ànlire que leur 
diamètre IK est dans un ra{^rt constant avec le rayon de la 
sphère MON ; or l'action du ménisque sphérique MIOKN pour 
Soulever la colonne OZ , est réciproque à la grandeur de ce rayqn, 
tandis que l'élération OL due à cette action, lui est évidemment 
proportionnelle : donc la même élévation est réciproquement pro- 
portionnelle au diamètre IK du ménisque ou du tube. 

Et les mêmes raisonnements s'appliquant également au cas où 
le fluide est déprimé au lieu d'être élevé par Faction capillaire, 
il &ut hii appliquer aussi la même conséquence, et dife que la 
hauteur de la dépression est réciproquement proportionnelle au 
diamètre du tube. 

Lorsqu'on a deux tubes cylindriques enchâssés l'un dans l'autre, 
de manière qu'ils aient Ife même aie , la sur&ce du fluide est un 
aniieau de révolution; or, il est évident que, des deux sphères tan- 
gentes qui osculent ses lignes de courbure en chacim des points 
les plus bas, l'une estla petite sphère génératrice de l'aimean même, 
l'autre est un plan qui touche l'anneau suivant tout on cercle hiMi- 
zontal ; c'est donc une sphère dont le rayon est infini. 

Mais l'action d'une sphère étant réciproque à son rayon, quand 
ce rayon est infini , cette action s'évanouit. Donc , dans ce cas 
remarquable , la moitié de l'effet d'uàe seule sphère représente la 
demi-somme de Tefièt des deux sphères , égal à celui de la suri^ce 
fluide ; donc ce dernier n'est ici que la moitié de celui qui aurait 
heu dans un tube ayant pour diamètre la distance constante dei 
cylindres. 

D(mc au6» , quand la distance constanVie de deux cyUndres em 
chassés l'tin dans l'autre , est égale au rayon d'un tube capillaire 
unique (tous ces tubes étant de même nature et plongés dans le mémo 
fluide), la hauteur du fluide sera la même daina I*u& etl'autre cas. 
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. Mais 81 le diamètre des tubes enchâssés Tun dans Pantre devient u>* mémoibb. 
infini , ces deux tubes représentent deux plans parallèles ; et les 
piémes résultats ayant encore lieu, il en &udra conclure ce théo- 
rème général, coosme le précédent , confirmé par l'expérience. 

Lorsqu'on plonge dans un fluide deux plans situés à distance 
capillaire , et parallèles, le fluide s'élère ou s'abaisse entr'eux de la 
même quantité qu'il ferait dans un cylindre de même matière que 
les plans , et dont le rayon serait égal à leur distance. 

Si les deux plans n'étaient pas parallèles , la sur&ce engendrée 
par le fluid« serait une e^ièce de corne de Tache, qui pourrait 
£tre engendrée à très-peu près par le mouvement d'une petite 
ephère variable de rayon; les lignes de plus grande courbure se- 
raient partout des cercles presqu'égaux aux grands cercles de cette 
sphère, tandis que les lignes de moindre courbure seraient osculées 
par des sphères d'un rayon incomparablement plus ^and j on 
pourrait donc n^Iiger l'efièt de ces dernières sphères ^*\ Mais la 
grandeur du rayon de la première sphère est partout proportion- 
nelle à l'écartement des deux plans , puisque tonte la sur&ce fluide 
devant j;eno<»ifrer partout ces deux plans sous le même angle , il 
£iut aussi que les sphères génératrices la coupent sous ce même 
angle: on verra donc encore ici que les hauteurs du fluide (élé- 
vation ou dépresûon ) sont réciproquement entr'eltes comme les 
écartements successifs des deux plans : résultat également indiqué 
par l'expérience. 

Nous avons essayé de soumettre à la géométrie, le cas où les 
axes des deux cylindres ne seraient plus dirigés suivant une même 
droite , mais seraient simplement parallèles ; et nous croyons y 
être parvenus en employant pour cela des considérations parti- 



(*) I>u molm entre certaines limites ; car sa con^idËratioQ peut inSuer d'un* 
'manière plus tensible soi les points extrêmes. 
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n»* HÉHomE. culièrés à la courbure d'un genre de surfeces dont nous avons re- 
cherché , il y a long-temps '^*\ les propriétés. Voyez la note IV. 

En considérant ensuite l'action d'une molécule fluide M placée, 
fig. 7, entre deux plans IF, IQ très-rapprochés, et le touchant suivant 
une horizontale IH; malgré sa pesanteur, sa molécule peut remonter 
vers cette intersection IH, parce qu'en se rapprochant de cette 
intersection , elle trouve un plus grand nombre de points de con- 
tact avec les plans qui l'attirent ; or , l'inclinaison absolue et réci- 
proque de ces plans , la forme de la courbure de la molécule , et 
•sa distance à l'intersection IH , sont des grandeurs nécessairement 
liées entr'elles par les lois de l'action capillaire. 
. Ajoutons encore ici que les expériences les plus soignées con- 
cordent avec les résultats de la science. 

Il est beau de voir ainsi la théorie ramener à des lois constantes, 
4es effets nombreux et variés, saisir par la force de notre pensée, 
des formes qui échappent à nos sens, Içs déterminer d'une ma- 
nière rigoureuse, et s'élever, par un enchaînement de vérités 
mathématiques , à tous les résultats habilement manifestés par Iç 
physicien qm fait parler les phénomènes. Telle doit être.la véri- 
table physique ; telle , peut-être , par les eflorts successifs des plus 
habiles géomètres, la verrons-nous quelque jour ainsi perfection- 
née dans toutes ses branches principales. Alors les hommes, 
même étrangers à la science , apprendront qu'elle a partout des 
bienfaits à répandre , et qu'elle n'a de spéculations oiseuses qu'entre 
les mains stériles qiû ne savent rien utiliser. Maintenant hâtons- 
jious de revenir ^ 1^ théorie de la courbure des surËices que nous 
avons peut-être trop long-temps abandonnée, pour en montrer 
l'avantage et l'esprit par un exemple remarqiiable. 

- W Dans un Mumoke que j'avais composé étaut élèye à l'École Polytechnique , 
et qui fut jugé digne d'être inséré dans ses Journaux': il s'agissait généralement des 
sphères tangentes àplusieura autres, et des surfaces enveloppes 4€ce3s^èrestangente^ 
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ARTICLE VII. 

Discussion des formes de la courbure des surfaces par la 
considération des sections cojy'uguées. 

Après avoir déterminé la raleor absolae des divers éléments de 
la courbure des surfeces , et les propriétés générales qui lient entre 
eux les mêmes éléments , serrons-nous de ces valeurs et de ces 
propriétés pour discuter les formes que la courbure des surfaces 
est susceptible de nous ofinr. 

Revenons donc aux équations fondamentales que nous avons 
posées. Nous avons vu que les systèmes de tangentes conjuguées 
sont déterminés sur le plan tangent par Téquation de leur pro-. 
jection sur le plan des jc,^, 

(A).... r + 5 (^ + 4)-t-*î4 = o, 

et que 

(B).... i:fp.-|-pg(ç+4.) + (i + y')^4 = o 
particularise le système des tangentes conjuguées orthogonales; 
de sorte que le système des équations (A) et (B), appartient 
aux lignes de courbure de la sur&ce, et les détermine com- 
ptettement. 

De pins, la valeur générale du rayon de la section normale 

fitite suivant la direction 4=^ est, en r^résentant toujours 
^(i+j>« + 5») par «, 

(pj.... p «. _j-j--_p_j , 

tandb que 

"• ^ — • r + fljf + 1^» 

est la valeur du rayon de la section normale fidte suivant la dir 
rection 9 conjoguée à 4" ■ 

16 



Il-< MËHOntE. 
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ïi« MÊMOiEE; Enfin , lorsque des valeurs générales ( p ) et ( P ) , on passe à la 
valeur des rayons de courbure de la surfece même^ ces espres- 
sions se siniplifient et deviemieiit 

et 

rpi p_ _ - p? + (i +?■]» 

■ l- •• *' *+l* 

En considérant la fomae des surfaces, d/^ar/ir d'un quelconque 
de leurs points , et par rapport au plEua tangent en cç point ; ou 
tous les autres points de la surface feront placés d'un même côté 
du plan tangent, ou bien partie sera d'un cMé, parUe de l'autre 
côté : cela est évident. 

Ainsi donc, la principale différence qui se trouve œitre les 
formes qu'affecte la courbure des surfeces , est celle qu'elles ofirent 
dans les deux cas suîvans ; ils embrassent ensemble toutes les 
espèces de surfaces , et elles sont nécessairement comprises dans 
l'un DU l'autre des genres, qui correspondent à 'Ces deux divisions. 

Certaines surlaces -présentcDt , à partir d'un, même point et 
sous toutes les directions possibles , leur convexité dans le mêm^ 
sens. par rapport au plan tangeqt en ce point DIautres surÊices 
présentent à la fois, à partir du même point, sous certaines di-^ 
rectiops., leur cQuvexité d'un côté du plan tangent, etsous d'autres 
directions, leur concavité par rapport à ce même côté. Dans le 
premier cas, il ftiut "que les rayons- de courbure de toutes les 
sections normales, soient dans un même sens à partir d'un même 
point , et jwu* conséquent , que les .eajaressions analytiques de 
leurs valeurs , soient toutes de même signe. Dans le second 
cas , au contraire , une partie des rayons doit se diriger sur la 
normale d'un côté du plan tangent ; et tous les atïtres rayons , 
d)anger de. côté par rapport à ce ^au, en prenant une directiûa 
opposée. Les expressions analytiques de Ietir$, valeurs doivent atora 
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aroir un slgae positif ou négatif, suivant qu'elles appartiennent à ii>i mémoire. 
l'une ou à l'autre de ces directions. 

Pour examiner arec exactitude ces diverses circonstances, il 
faut voir d'abord si les sur&ces sont susceptibles des formes que 
nous leur attribuons ; il iknt chercbier ensuite à quels caractères 
nous reconnaîtrons ces formes diverses : il iàut enfin déteitainer 
pour chacune d'elles, tous les éléments que présentent en chaque 
point les surfbces dafis leur courbuite. 

La valeur gâiérale du rayon (p)élant — * • "^^'^^^S^ÎS^ ' 

j'observe d'abord que le numérateur est la somme de trois qilarrés 

1, 4' et (p-hq-^y; 

ainsi ce numérateur sera nécessairement positif tant que p , q 
et 4' seront réels , c'est-à-dire , pour tous les points de la surface 
et sous toutes les diirections possibles représentées par 4- 

D'ailleurs la quantité «= ^/(i + p'4- g*) étant indépendante 
de 4 } doit avoir le même signe , quelle que soit la direction 
représentée par cette taD^DV&tri^nométrique. Donc enfin, «le dé- 
noniinateur r-4-3f4 + *4'* pourra seul étr& susceptible de faire 
varier le signe du rajMi /.» 

Pour connaître à partir de quelles valeurs de 4 les rayons sennat 
positife lorsque 4 variera dans un sens , et négatife lorsque 4 va- 
riera en sens contraire, il laut donc supposer seulement 

r 4- 3^4 "t"'4* =='*'■ ** 

Cette équation donne immédiatement 

^— ï ' . 

où la racine 4 présente deux vîfieurs di£fêreiited. Eianflnôiid quelles 
peuvent être ces racines. 



cby Google 
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et voyons si 4' et * satisfont à l'équation (A) dçs tangentes con- 
juguées. Il faudra pour cela que Ton ait 

ou que 

r j- H- ^ =: o , c'est-à-dire , rt — *• =: o , 

ce qui exigerait que les deux tangentes ctxtjuguées "^ et 4 fussent 
identiques. Nous examinerons ce cas en particulier. 

Si la grandeur j* — rt est positive , les valeurs que nous venons 
de trouver pour "*' et * seront réelles, et par conséquent p pourra, 
pour le même point de la sur&ce , avoir des valeurs positives et 
des valeurs négatives. Voyons à quelles sections appartiennent alors 
les rayons de même signe ou de signes, difierents. Considérons pour 
cela deux rayons de sections conjuguées quelconques. 

Nous avons vu, art ÏÏI de ce §, que 

r H- W + 4* — + C4 — 9) (-î + H) » 
r+ 2^ H- <*' = — (4 — *)(-î + f<'). 
et 

rt— j* = — (i + «4)(jH-ï?)j 

d<Hic 

r-has^+t^ s + H' Tt — i* 

r+asp + t<p^~' s+tp (.s + t^y 

Mais le quan'é(* + i^)' étant nécessairement positif , il est évident 
qufi les deux dénominateurs de f et P seront de même signe ou 
de signes diffêrents, suivant que H — ^' sera positif ou négatif j 
donc , enfin , si partant de la direction •¥ ^on donne à 4 toutes 
les valeurs possibles jusqu'à * , ^ prendra toutes les valeurs 
possibles de l'angle supplément du premier ( compris entre les 
directions "^et^) ; et alors, toutes les premières valeurs , celles . 
rfe P, seront de même signe entr' elles ; toutes les secondes. 
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celles de P, appartenant aux sections conjurées des premières , n-» BtÈMomB; 
seront pareillemejit de même signe entr'elles : enfin, ces pâleurs 
de f etP seront toutes ensemble de même signe , ou toutes celles 
de P d'un signe différent de celles de p, suivant que rt — s» 
sera positif ou négatif j et cette propriété générale des tan- 
gentes conjuguées les différence de tous les autres systèmes de 
tangentes. 

Nous avons dit que lea lignes de plus grande et de moindre 
courbure sont tangentes aux sections normales conjuguées rec- 
tangulaires j donc « les rayons de courbure de la sur£ice seront aussi 
de même signe ou de signe diflëreot ,j«uiTant que rt — s' sera po- 
sitif ou négatif. » Ainsi , la courbure des surËtCes sera uniforme , et , 
considérée sous toutes les directions possibles, elle se présentera 
dans un seul et même sens , dès que les deux rayons de courbure 
de la surface , seulement , seront dirigés du même côté du plan tan- 
gent. Lorsqu'au contraire les deux rayons de courbure seront diri- 
gés en sens opposés , partie des rayons des sections normales 
seront dans un sens , tous les rayons des sections con|uguées à 
celles-là seront dans l'autre sens ; et, considérant les surfeces comme 
susceptibles d'avoir à la fois deux courbures di£rérentes et bien 
distinctes , nous dirons dans le premier de ces cas , que les deux 
courbures de la surface sont dans le même sens, nous dirons dans 
le second, qu'elles sont en sens contraires. 

Observons en passant , que c'est parce que les rayons des deux 
courbures principales peuvent servir à indiquer ainsi la forme des 
surfitces , qu'on s'est contenté de les présenter seuls , comme les 
éléments de cette forme; mais on voit ea même temps que sa 
connaissance parfeite ne peut être donnée que par la considération 
simultanée des rayons de toutes les sections conjuguées. 
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ARTICLE VIIL 

Des ombiiics : conditions pour que tous les rayom des sections 
normales soient éffoux au jnême point. 

Si réquation (B), quidétermme les yaleurs de ^ et 4 apparte- 
nant au maximum, et au minimum de courbure ^de la sur&ce ; 
si , dis^e , (B) était satisfaite d'elle-même dès que ^ et 4 sont suppo- 
sés appaitenir à des tangentes conjuguées, alors chacun des rayons 
des sections normales devant être un maximum ou un minimum 
par rapport à tous les autres^ pour que cette condiUon n'exprimât 
rien d'absurde, il ^udrait que tous les rayons fussent égaux 
cntr'eus. Supposons donc identiques l'équation (B) et celle (A) 
des tangentes conjuguées. îl&udra que 

pq s ' 1+9' ï '1+7' t ' ^ r s * ' 

ce qui réduit simplement à deux ces trois équations de condition : 
telles sont les équations qui doivent avoir lîeu pour que la surface 
puisse, au point que l'on considère, être osculée par une sphère; et 
l'on voit qu'en ce point la direction des lignes de courbure devient in* 
déterminée et susceptible d'une infinité de valeurs différentes. C'est 
aussi ce que nous enseigne l'équation même des lignes de courbure: 
rappelonsi-nous, en effet, que nous l'avons mise sous la forme 

CT- • •(i)'(?--r>'+i(^-^x^-?>=''. 

équation où il est évident qu'ra supposant 

^^^ j "^ * ' 
ce qui est l.e cas que nous considérons, tons les coefiScients s*éva* 
nouissent, et % prend ta forme indéterminée |, qui lui permet dç 
satbfàire à une infinité de valeurs, au lieu de deux seulemept' 
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Ces pointe, trèa-remarquables sur les surfaces, ont reça la dé- ïi—MÉMomE. 
nomination ^ombilics , qui convient parfaitement à la forme 
qu'affectent autour d'eux , et la courbure de la sur&ce , et la direc- 
tion de ses ligups de courbure. L'elUpsoWe de révolution nous jm^ 
sente en chacun de ses sommets un de ces points ombilics. Nous 
savons, en effet, que les sur&ces de révolution ont toutes pouç 
méridien les lignes d'une de leurs courbures; nous voyons toutes 
ces lignes méridiennes se croiser à la fois aux deux sommets de 
la surËtce; et il est évident qu'en chacun de cçs sommets, la sur- 
face est susceptible d'être osculée dans tous les sens par une 
sphère. ^ 

Il est sur les surËices un autre genre d'ombilics non moins re- 
marquable; toutes les lignes de courbure ne viennent pas, comme 
dans l'exemple précédent, se croiser en chacun d'eux, et au lieu 
de deux lignes ( une de chaque courbure ) qui passent par chaque 
point de la sbrfece, on n'en remarque plus qu'une seule ^*' qui 
passe par ces ombilics particuliers. L'ellipsoïde et l'hyperboloïde 
elb'ptiquc ou à deux nappes, nous ofîrironl de semblables ombi- 
lics : ils présentent un caractère analytique et géométrique qui les 
distingue tottl-à-feit des ombilics de l'autre genre. Bans le premier 

cas, en effet, la valeur de ^ est règlement ~ , comme l'in- 
dique l'équation (C); dans le second cas, il Eut recourir aux 
ordres supérieurs au second, pour avoir ^ en fonction des coeffi- 
cients dififêrentiels partiels de la sûrËtce. 

Ces deux espèces d'ombilics appartiennent l'une et l'autre aux 
sur&ces dont les' deux courbures sont dirigées dans le même sens; 
les sur&ces dont les d^ux courbures se présentent en sens con- 
traires ne sont pas susceptibles d'en ayoir. Comme en effet,, dans 



.(*) On ^ius g4ii^rtil«ieiit, ^'anti<nabre déunmné. 
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n»* HÉHODtE. celte dernière classe, ilfeut que H — s' soit négatif, il Ëindrait 
aussi que la valeur de eette quantité , conclue de lldentité des équar 
lions (A) et (B) pût être négative. 

Mais ■ •J£. — Pl — 'J:i.. 

r s t 

donc rt=r-.|^, ^ = ^;-^,; 

donc aussi rt — s' = f (^^^ — , 'f'''.,. ^ , 

équation qui se réduit à 

Or, le second membre de cette équation, et par conséquent le 
premier, est nécessairement positif tant que p,q et r sont réels. 

Ainsi les sur&ces dont les coarbtires sont dirigées en sens con- 
traires ne sauraient avoir d'ombilics. C'est une remarque que nous 
aurons lieu de faire sur Thyperboloïde hyperbolique ou à une nappe , 
qui présente en une infinité de points , ses courbures égales mais 
dirigées en sens contraires , et qui d'ailleurs n'a pas un seul ombilic. 
. Si dans les diverses hypothèses que nous venons d'examiner , 
on voulait obtenir la valçur p du rayon de courbure de toutes les 
sections normales , il fendrait y supposer entre p,q,rjSet t 
les relations que nous venons de déterminer. Alors cette valeur 

deviendrait 

Or, cette valeur est indépendante de 4" ^^ i^ous fait voir que 
les rayons de courbure de toutes les sections nonnales sont égaux 
entr'eux. 
Mais il feut pour çda que r et f soient de même signe j car 
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Axas le câs où ces deux coefficients dififêrëntiels seraient de signe n» méhoike. 
cirent, •'7%'— ^s^^it nécessairement négatif, et nous btc^ rti 
qa'akffs les expiations de condition qui viennent de £tîre dispo^ 
raltre 4 dep, ne sauraient pins aTOir lieu pour des points réels 
de la surface. 

Avant de terminef cet artide, il est nécessak-e de répandre 
qudque jour sur une espèce de paradoxe: Noos avons tû quç la 
somme des deux rayons de courbure est 

et leur produit • ; 

Si d(Hic les rayons p et P s<Hit égaiùc, quatre fois léui produit 
doit être égal au qoarré de. leur somme ^-et cette condition dpnne 
immédiatement ' 

Cette équation appàirtiênt dobc à tous les p(«ïits" où' les deux 
coui*lNires sont égales et dirigées ^ms le même sens :<Ue suffit 

i teor. d^finiti(Ht -complette. .■ i ) 

• C^endant nous avoiù tu que té systéAiie'd'ùùe dou^e^équatiôa 

"■■' • •■ î±£ — Pl—l±£' ■■ '■■ '''' '■■"'• ■ ' 

était nécessaire pour le même cas. Commet donc la coexistence 
de ces deuii équations ne dit-eUe rien de plus particuliia' que l'exi»- 
ten.ce d'une seule équation qui. contient ces mêmes variables ? 

D'abord, c'est que l'équation unique contient les variables {y^^% 
(M)> (i + î')) '■»*) ') élevées à un degré double de celles des 
aub'es équations : Toilà la raison ànialytique. Ensuite , c'est que 
l'équation anique, misesotis k ionne - - . 



Va'* rt— *• / . r( — i» * 
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u** NÉHOifiE. e«t compeaée de dera nsembree iodépenduals 4e to po^ëM» 4«s 
ipïaas coordoBcé» qu-oA peut ^aa^ga comme oq. ¥oiidra (pourm 
^'U9 veetent rectwgolaire» e«tr*eiix) ; tandis que le* é<|ii«tioitf 

'-t-p' _w a— L±£ 

r s * s t 

«l'en 8à«tp«8-iBdép«sidftnft»» et que chaenfle £cttee exprima^par 
j:ïippott eux KK» des X ou des j séparânwrt , les ûDodttfoBS pour 
que les rayons des sectrona a orn uto puiaBeot étreégaux.eatr'ottx; 
ou, ce qui rerieat au méme^ pom* que les tangentes conjuguées 
soient constamment à angle'droît ^^. 
Nous allons montrer maintenant que l'équation imiqae: 
[(i+5.)r-a^5« + (i+>")f]-=4(rt-j*)ct', 
ïk'cst qae la omséqueqcc des d«nc équattoDs 

' +P^ PT _ * + g* 

r s t ' 

Pouç' c^,ju)u|( 9t>server«na d'9t>ctd que. 

4t oemne: par cett« traasfbnytitm, la première équation, darriânt, 
de même que tes deux autres,' homogène ca i-ffj3%^,.i.Ff>9^ 
.«t r,i , /, tt!Wt>éTïdeirt qwe Iappeiei«re ^nation qw» li«u eo ntôme 
temps que les deux autros , ai, ea J substituant r , j , t pour i -hp't 
pq,i+q'i elle devient identique : or, elle devient alors 

équation évidente. * . 

^*J Os veiT4 daçB. le JA^oîifi suivant qqe Ie| deux équations — — ^ =: ™ , 

.^ = - ~ y « («qaim;«tt le» rWaUoq» dM <zh ât* ;^et d»^ ftTM^h Mfldw 

indicatrice, ponr que cette coarbe dm «wond dagrtMit -ai çndb l tandis qna 
l'équation umqn« .exprima, q/u^ toitf- 1«« dùueitiei de- rùdicitriçe MBt égaux 
«atr'enx, condi&ui. équh^ênteV 
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Oa ferdk T0& «r«c iok é^e fecUité qoe ta Bettl« CaBctîtLOB de ii»* h^coue- 
régalité des rayons, exprimée parTéquatioftSiûque, nécesaice chutjs 
tOQs ta cas rex{fn«!nee âe bk A>«Ma éqoï^oti. Ma» Q fandrait pour 
eela recourir à la valeur générale des rajous deft setJtiw» DKAnules 
qui, devenant tous égaux dèft que les rajons de courbure le sont 
entr*eux , donnent immédiatement , par cette seule condition , 

r s t 

Nous i^dqitBroBS cette méthode dans le Mémoire sairaot. 
ARTICLE ÏX. * 
ConditioTis pour qiCun rayon de courhure soit Jiul ou ii^ni. 

La géométrie ne nous présente pas les sor&ces divisées d'une 
manière isolée en deux jjpeandcs Ëunfllea^ lestmesà tonrbures dans 
le même sens, les autres à courbures en sens contraires; elle les 
«A par une cSasM pArticaUère <le sm-ficceK qut, ne poitraut à b! 
r^uetir^Ufe eobsîdérëe cotnme appartemnt «xclostveintitit à Ptiaë 
BîàFatttre^ces fiun9le8,ïie&if, à propremeM parier, partie ^u- 
trone -ics diiux,' €1 icxxt sttt de lîtnîte cwHiTiutift. 

Si donc on se représente l'espace comme figuré par des snr&ces 
quelconques, on parcourfa toutes les formes possibles de l'étendue, 
en donnant d'abord aux deux courbures de la surËice la même di- 
rection, eu agraïKDKKinA dn <a dhniftoaitf de pins en plus l'une des 
courbures, pour la rendre &xGnîe ou nulle; enfia, en renversant la 
rotoiê «U^«E^, p«ut' Itt <teMtttÙfr on 1^a«e]rt>ÎCf«de pfas eu ph» 
dEtts 0» iMiA'Mfi MM. tft^ta atii^s 4mSi^ te hOOk ééé stirfices 
dans «et état JnKrowdiflàre oè^l^tEoé de» ^kmhetf» âevetmA atAi 
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0» MÉMOIRE. OU de l'antre du plan tangent ; puisque la ligne de coUii)Ure se 
place alors en entier sur lai 

■ Supposons d'abord qu'un des deux rayons de courbure doive être 
infini, sa râleur étant 

il feudra que j-f-frj. =:oj car on ne peut foire /)}+ (i+3'H ^^ 
à zéro , pwsqae /> et 9 , ainsi que « = i/(i+p*+î') , n'appartenant 
qu'au plan tangent, n'ont rien de commun arec la grandeur abso- 
lue du rayon de couriiure; et cependant 4 serait ici dcmné en p 
et q seuls. Supposons donc s 4-M' = o. A cause de l'équation (A) 
des tangentes coiljuguées, à laquelle 4 ^^it satis&ire, on a 

r + j(<p + 4)+fip4=o, ou r+44-f ^(4H-t4)=o, 

qui donne par conséquent encore r + ^4 ^ ^ > ^° laissant la quan- 
tité f indétenuinée : donc 

4=:— ^ = — i, et rt— i'sso. 

Cest l'équation de condition qui doit lier les coefficients du second 
ordre r, s, t, pour que la sur&ce ait une de ses courbures nuUe. 
Dans ce cas, la ligne de courbure est osculée par une droite, et 
la sur&ce générale , par une surface dérelo[^>able dont cette droite 
est une arête. 

Si, toujours dans la même hypothèse, nous considérons la va- 
leur générale des rayons des sections normales 

nous Terrons que la râleur 4* ^^ T&aà. infini; le rayon [p] de cour- 
bure de la sur&ce, rend aussi infinis tous les rî^ons p. En; e£fet, 
lesequatioQs.de conditiQu r4-54=°ï (*-fr/4)4 «o» aj»»*ée6 
membre à memJure , donnent r-t- «4 + (4' = ° 0» eecosde étant 
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moUipUée par 4)- Mais 9 n'entrant pas dans ces é<{aation8 , reste ii^'hëhoibë. 
tpiqours indéterminé : de là résulte ce théorème général : Lors- 
qu'un des rayons de courbure de la surface est infini ^ ce seul 
rayon est celui d'une section unique conjuguée à toutes les autres 
sections normales. Ainsi toutes les droites qu'on peut mener 
alors , à :partir du point de contact, sur le plan tangent , sont con- 
juguées à la droite unique qui , au point de tangence, présente 
avec la sur&ce un contact du second ordres et déjà nous entre- 
voyons toutes les propriétés des surfaces déreloppablès. 
- Dans le cas où Ton voudratt que les deux rayons de courbure 
fiassent a la fois infinis, on aurait aussi pour le second r-f-f9=o, 
s-i- ^ = o. Comme ces conditions ne donneraient pour ip que la 
râleur trouvée tout à l'heure pour •!, « l'on voulait y satisfaire 
au moyen de 9 , nous n'aurions pas attdnt notre but ; car on pour- 
rait toujours satisfaire à l'équation 

(A)...r+s(<p-^4)-ht^'^=o, 

en mettant au lieu de 9, non la valeur unique de 4i ^^^^ une 
autre valeur quelconque (■»). H faudra donc que les équations 

rH-5tp=:b, r+i4 = **> «-|-eç=:o, s^-t^|, = o 
dMii lieu indépendamment de 9 et de 4} ce qui exigera qu'on ait 

r=o, 5=:o, t^sso. 
Or ce sont les équations diffîrentielles partielles du plan , ppur la 
second ordre j donc alors la sur&ce est osculée par u^ plan ^ et 
les directions 9 et 4 ^^ tangentes conjuguées devienpent absolu- 
ment indéterminées. Ce point est un véritable ombilic, puisque les 
deux rayons de courbure devenant infinis sont égaux entr'eux. 

Si nous 8u{^sons, au contraire, que le rayon p devient ntil» 
il &udra que j-f-f4 devienne infinie ou r-f^ï4) et comme ,cle ne peut 
être 4 qui le devienne, en géaàitil; il feudra qoc r, • ou /, sé- 
parément ou ensemble, le soient Ce cas appartient à la discussion 
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>« MÉMOIRE, des valears w^Aliièns ^e pcuTcat psta^ te» cobffidenfs dififi^ 
rentiels : leur «xsaasa eU &cilff ; rans i ao d<Mt pas aoiii «ccspcr 
aotaellemeAL Sans anelfser cette demàArc fa^pottéte, nottsnato 
c<HieeDteroiis d« dire ipi'éUe a Uea lorsqa'im des oenftvs d« covr- 
bure Tient se placer sas la afirfitte, ce ■^ eâffi que ce point 
sMtNngHUer, oasurla suTlàoe primitÏTe, ««sarcelle de ■csveiaies 
de ctHOtnre. Enfin celte si^oslAion d*tiB rayoa de cootbuv nid , 
D*nadae en n'en sur la nleut- de fautre n^oa, qd peMtéttrc zéro, 
fini ou infini, aehm ipte k dénoai!xiaic«r de Tatitre ln[;<on sera 
in&iî, limité m nd. Dmu tws lee cn^ ^onB des lignes de oeur- 
b»ce s«ca «scoUe par un point , qui sera le paisC métat <fue Poa 
ooDudère , ci la siarfiroe sefa completbKoent osoièée par me tigBO 
coui^ : ce sera )a Ugûe de oonrbun dent k ooviiiiv* x^est pu 
Bulle aa point lingatilEr. 

ARTICLE X, 

Bmpioi des équatioMs symétriques pût 4>ttppoftaux deux rœfona 
de àûiKrimre^ dam la âîMossion âesjbtmes det swfates. 

Nous venons de {tarcourir 8mcce8iiv«nieBt les {RÛolpides TariéM^ 
que présentent les formes des sur&ces. Four mettre de Tunifor-^ 
mité dans la marche que nous avons suivie, nous sommes cons- 
taaime&t part^ de Pequation qof tRRiâ ^ama tft Vâfeuf do rayon 
d'une BèdSoD ttoiYaale qu«Icoiiqtm, «tnbtis aroùs, dans tous les 
ces, passé d\me ttiCtae manière, des sècdons conj^iguécs ans di- 
rectiou» èk plus gcavider et de moihàm coaitto'e, parle moyen 
de» équations (A) et ^B) de ces tBlrectioiM. 

On tturàft pu pftrvecnr phs rapidement nrat tthnes résultats, 
^ foû eik conâidété *irobire féqnation [l^, art. ÏIl & ce p*vagraphe, 
qcn ^t cdiHtaf&re fa somtne des rayons des secdobs ffoiïnalës conju- 
guées, et celle {!{], «[û donne de plus le produit des deux ra^onf 
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-de eonSnirt. Cm dcsx éqmfloas «mtt n» mémobk 

[I].... f l V= -_ {'+4')'-m'*(>+t'>' 

m ^ ff» 34^.- 

Alors nous eassioDS tu immédiatement que lès rayons de sections 
coDiuguées , et par conséquent aussi ceux de courbure de la sur- 
Êice , deraBt être de même signe ou de signe difKrent , suivant que 
lem- produit est positif ou négatif, les deux courbures d'une sur&ce 
sont en un quelconque de ses points , dirigées dans le méttië sens 
ou en sens contraires , suivant que rt — j" est positif «u négatif, 
puisque «♦=( i +^-|- q*y est nécesseureinent toujours positif. 

En supposant que les rayons de courbure scint égaux, si p et P' 
sont dirigés dans le même sens 

f+P = iV, fP=>' et (f+P/;=:4yPi 

alors les équation» (1) et (H) donnent iwmédiatieineot Téquatiop 
obtenue pour oe ca»>art TU, 

. 4(H-j»*-t-r)('*-^a)'«KîH-î)'''~-nPÎ'-l-(i'4-i'')0'î 
xnais cette équation considérée dans toute sa généralité , tfappartieut 
qu'à une ligne unique et non plus à une sur&ce : sans cela , elle 
r^idrait imaginaires les valeurs de l'équation (B). 

Si les deux rayons p et F sont égaux, mais dirigés eu sens con- 
traires , leur somme est nulle : on a dcmc immédiatement 

(i +j)') r— apqs-}- ( i •^p*)t = o. 
CTest l'équation de condition qui doit avoir .lieu pour qile les deux 
courbures d'une surËtce soient égales et en sens contraires. Cette 
dernière c<mdition étant donnée d'ailleurs par rt— j' négatif ( pour 
que le inroduit pP sent aussi constamment négatif). Ou parcourrait 
ainsi les différents cas des deux principales classes de sur&ces. 

En supposant un des rayons de courbure infini, la somme des 
rayons de coui^ure doit pareilleoieut le derenir} par cwséqueut, 
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D"» HÉHomE *"^®* » '*^ sommes respectives des» rayons conjugués ; cette con- 
dition foutnirait de suite l'équation rt — f* = o, nécessaire pour 
qu^un des rayons de courbure soit infini, et dous verrions p^ là 
que dès qu'un rayon de courbure de la surËice est infini , un des 
rayons de chaque système de sections norÊoales conjuguées doit 
rêtre également. 

. La marche que nous venons d'indiquer a l'avantage d'être en 
général pins rapide que la précédente; mais ellen'édaire pas autant 
sur la figure propre de la surfiice. On voit bien, en suivant cette 
méthode h comment les lignes de courbtn^ se dirigent pour diminuer 
ou augntenter successivement dans tous les rapports possibles^ la 
grandeur de leur courbure. Mais on perd entièrement de vue le 
reste de la sur&ce et les transformations qu'elle éprouve par la 
variation de pes lignes de courbur^. Dans le Mémoire suivant, nous 
présenterons un dernier genre de considérations qui semble réunir 
les avantages de ces déux-d , sans avoir leurs inconvénients. Il 
présente dans chaque cas, d'une manière simple et rapide,* lé 
tableau complet de tous les élémenta-dont se composé, en cbàqaQ 
point, la çpwJnire des wriaces. 



mr BU SECOND AféHOIILEt 



cby Google 



n»! MÉHontE. 



NOTES PRINCIPALES 
DU SECOND MÉMOIRE. 



[Noos avona cru devoir mettre dans Tarticle TIU du troisième 
Hémoire la note relative aux rajons de courbure dés suTËices 
du second degré, indiqoée comme devaDt être ici (pt^e 54, 
premier Mémoire)]. 

NOTE PREMIÈRE. 

Démonstration des théorèmes des articles XI, III du % premier, 
par la méthode des Fonctions analytiques. 

JtiN rq'etaat tonte consîd^vtion infinitéainude , now allons démontrer d'abord 
qae ai le point x , y est commua aux quatre conrliea 

j, = o(x), y^OiX), _y=±»CÇ), y=^aiE), 

telles, que pour une même ordonnée y quelconque , on ait toujours 

en supposant qu'an point x,y, on ait 

.'(x) = o'(x). »'(^-) ~ tf(I).... •^~*\*)=Q^'*~*'c^): 

etenfin ■ - ■ . 

o'(7) = G'(x) = 0, 
on aura généralement 

o'(ï) s= <y(^), o*(x) = (yCx).. ......... .7 ....o'*C^ = 0''(x); 

i8 
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U»» MÉMOIRE. - c'^"*"*"» T"* ^* '^""^ courbes m et a ayant entr'ellts vn contact Je tordre 
ft — a, au point x , y , au laénte poiM hs Jatx coiOieS a et O m aaront un 
de l'ordre fi. 

En effet, :>!, y étant les coordoim4es d'un point conuniin aux quatre conrbes, 
nous pourrons, en Ëûsant^ =^ + A> Aùre «bmî 

x — x-hi, X = ï"+I, g = * + v, E = x+T. 

Si donc, à l'aide de cea valeurs , on développe les éqaatioss des quatre conriies,' 
en représentant simplement par o' , a',.... Of , O',...., etc., les valeurs 
o'(x), o' (x^,...., 0'(jr)> <y ix)..., ete. ; et faiDenrs, enobserraot que 
par Iijpoliièse , 

o'(*) = 0''(7) = o, 
on aura 

<o).... *= +^-** + TXS-^+'*^' 

C O" 

(O).... *= + t:ï''+t:î3- •■+•*• • 

.Si de ces qiutie déreloppements je tire pçnr le cas où A, i^ I,»,T soat 
nuls , c*est-4k-dire, pour le point x , _^ , la valeur des ÉHppoit» 
. r # p 

j'ai de snite 

1 1 i.a i.ft 

Mais nous avons aussi, par hjrpothèse , 

X — X = { — S; 
ea, en retrandiant x de chacune de ces abscisses, 

i — I := . — r, 
équation identique avec celle-d , 



I 
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•"«"•°™»*»" . . ., ,. n-S^MOHK. 

?-ff' = (?-è)''+'>- 

lorsque i et I sero&t irais. I>pac alors , à moins que w' on O' ne soient Qiils 
«mai ( hypcftlièse que nous avons exclue) , il faut qtt'on ait an point x, y. 

Ainsi , quelles que soiaU les valeurs Jinies deii et ol, les deux courbes (o) et (O) 
ont en x , y un contact du second degré. J'observe en passant que -g , ^ sont 
les rsTons oscnlateim de ces deux courbes an point jc , y> 
Ba^fomaa maintcsiant ^'oi 4it en général , 

•' = a'j «• = o' jusqu'à p,W*~"W c= iX^'^'^^ indosÏTepient. 
L'équation 

mise soiu la îamt 

ra derenir - pour «on premier membre. 

Hùs d'après la théorie connue de cas sortes de ca« , tr^' ' — O étant 

la dernière fonctioa âérivée de «' — ff qui soit nuits , la valeur de là fonction 



mus cette T*leiir est aussi 

-(kvsqw icxo, Is;o).^doiie«', d'île «ont pas infinis, oe -qui- eit te cas g*- 
nénd; «t.d'aifiem «', o' n'itnnt pas nais, ce qai est toajoun notie bypodièse, 

1 o'O' , 

- ^^Xz&o-o. 

Dcaw, «nEn^ an point x, y^ 
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i4o NOTES PRINCIPALES. 

U"» MÉMOIRE. " T" «^ig* T** 

o« = oW. 

Maû t à pliu fort« raison , faut-il qne 
' 0' = O'. 0- = O'....".. «'>^''=0<i^'l , 

Donc , enfin , les deux courbes 

y = 0^x), y = O (X) 
ont eutr'eUea im contact de l'ordre /• , lorsqu'au même point les antrei cooriwt 

^ = «(£). j' = oCE) 

en ont un de l'ordre />— a. 

En suÎTaat une marche absolument pareille, on parri^drait i des résultats 
semblables p^ur les surfaces dont la forme éprouve les transformations énoncées 
dans les articles II, m et IV, % l", où nom avons suîtî la médiode des infini- 
ment petits. 

NOTE II. 

Détermination graphique des rayons oscillateurs des sections 
normales quelconques , diaprés la connaissance des rayons 
de courbure de la surface. 

Dans ïarticle V du second paragraphe , nous avons vn qu'en représentant par 
f' et t, 1m deux rayons de courbure en un même point , et par t le rajon de 
la section noimale qui, avec les sections principales correspondantes 1 ces rayons , 
fait des angles égaux i *, 100° — et, f est donné. eu f' et f, par l'équation 

^ _ ^t't. 

' O'+f,) — (f'— P,) «M a.' 
Or ,'si Ton prend, Eg. 10, surU droite APB,PA==f', PB=f/, l'ange APM=a« 
■et PH ^ r ) Il suite des pointa M ainsi déteimÏBés pour toutes les valems pos- 
,sibles de tt ^ forme. un« courbe du.iecoad degré ayaut.AB pour pand'axe-et P 
pour foyer. , 

En effet , soient a et i le grand et le petit axa d'une courbe du second degré , 
telle qne 

p' + f^ = fla, f' — ^, = *c, fll/C*'— A*)=2e-.- 
c étant rexcentricité. Ces valeurs donnent immédiatement 

,' = a + i/Co» — *•>, f, = «— VCo'-i", w' = K 
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Par coBsAqaott , la laleiir de./ es 7' et-^^ ta prendre cette nonreUe foime. 



, . o — c 008 a* 
c'est réqnation polaire des compta da second degré, et cette, équation C*} ap- 
partiendra à l'ellipse ou à l'hyperbole , suivant qu'on prendra les rayons f' et-f, 
dans le même sens ou en sens opposés pour prtiduire les deux sommets A , B ; 
alors le signe de ccos a* changerait^ le signe — ayant lien pour l'ellipse , le 
. 8i|;ne 4- poor l'hyperbole. , . 

' Si l'oil faisait f' :^ - , ce qni a lieu pour la parabole, l'équation f se réduirait à 



' 1 + cos tt«' 
L'angle et est celui que forme I^ 'section normale quelconque dont f est le rayon, 
avec la aectioa principale dont f ' est le rayon. Donc cet angle connu , le rayon f 
le sera pareittement. 

. NOTE ni. 

De l'action capillaire exercée par wi fluide sur une colonne 
perpendiculaire, à la sur/ace, quand cette sur/ace est une 
sphère concave ou convexe, ' 

Soient deox qthèrea égalea M<^ , POQ , tangentes en Q. toutétaut rentpli 
de fiuide antonr du point O ,. ejcçepté la sphère MON ;, l'a^n du fluide inférieur au 
plan tangent horizontal lOK sera la constante K , et cette action tend évidemment 
à faire descendre le point O on la colonne OS. 

An contraire , tout point tf au-dessus de ca plan , a^t pour élever O ou ,OS. 
Donc, 1*. quand la .sqrface du ^mde est une sphàv concave (MON), c'est la 
rentière du flnide. 



. (*} On pmt T(Mr,«n'*ffit, dtu l' Ap^leatk» der^èbM t U GAwârie; fu LKrbis, que 
ce* cxpnuioni wiit idcDliqnc* atec cellci qu'il ■ donq^ ponç Ici ^ïtioi» poliim de l'ellipic^ 
de l'hfpabole et àt lapmbt^ .Se^nent il l'oi *ein At kmcs diSertatei j !i d^iigoc f par s 
et aa pai f . iTotit ciliioi ncc d'taUDi pti» de pbitir c«t oaTnge d'un lannt li mnmmandÀbk , 
qoè ca mjine ovn^ a Ait éfôqàk Ant l'nunfptenwnl de b. gJoiB^tric uitlTtiqDe. D int Ib 
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Heu si le fluide est tenôîné par la sphère -conren ?OQ , il Imdrk retn&> 
cher l'effet du ménîiqae PIOKQ de celui de la partie plane. 

Of l'elFet des ménisques MKH(N , PIOKQ est le même anr la colonne OS. 
Car le point q du icoond , en faisant rtf^^Oq', attire autant en bas tpi'en haut 
la portion Or. Cette feroe n'a donc aucun efftft mr relation on la dépression. ' 

Si doncàofaaquB ligne rç on mène par le point O une paTMllèleO^ = Ti7, le point 
ç* , du ménisque 'lu^téneDr a{^ "sur la colonne -OS, commeçsurr. Ainsi lesdeux 
ménisques agissent ayec la même énergie : seulement l'action -de l'on doit être 
ajoutée quand l'acdc»! de l'autre est retrancliée. Donc, a°. l'action totale nuroée 

par le Buide terminé par une sphîbre convexe , est K -^ — . 

NOTE IV. 

Zfe l'action eapiSaire exercée, premièrement ^ entre deux cy- 
lindres enchâssés l'un dans l'autre , leurs axes étant différents, 
jnaispamllèl€s;secondementjentrff-deux sphères excentriques. 

Soient AA'B'B* , adi'h, , Eg. g, deux cylindres Terticanz ayant pour bases les 
cercles ASA'i, aâa'k, dont la plus grande dJatasce a' A! soit éepenâsnt assez 
-{wdte par rapport aux-diajiiétus da oesitobas. 

On d^nande de déterminer la surface du Siàde élef é oq déprimé 'pw TiBtioa 
capillaire, entre les deux tubes cyliodiiques. 

Cette sôlddoQ, que ndus Be-ponvons pas développ» maintenant, est donnée 
■par ce âiéorême ijénéril : u En concerast les spbires A£ae , A^oV, l'une la 
n plus grande, l'autre'Japlnspttite de-toutes ceHestangentes aux deux cylindres , 
n les deux plans verticaux TEE'^, Te/t, tai^ents à ces deux sphères, étant 
it plongés dans le même fliiide que les deux cylindres , le Suide s'y élèvera i 
-ff des dateurs qui seront Ta projectic»! ABU? -Ata bautmn da Isiâe -entre les 
n deux cylindres. ( Cette pn^ectû» est faite jsnr la .plan v^râcal apvé .par les 
I) axes des cylindres, ousuinn plan parallèle.) 

Actuellement , cherchons suivant qnelle loi doit l'élever ous'abaisser un fluide 
entre denx sphères exéênfarfques. Mtis arast tout , -rééapitidcHE)- ks piiadpes sur 
lesquels nos ponsidérations sont fondées, 

I. Lorsqu'un Buide s'élève entre denx tubes enchâssés l'un dans l'autre et par- 
toU: éfiidistants , pourvu que la diiTérence de leurs rayons soit constante , ^elle 
i^ soit la •grtndsw ds «•• tvfw» , «t j^ co»6qn«e -la cwrfar» des -ttdM»', 
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le finide »' Awenc to^ovw, à 1« çiâms hautmu entre 1« deux - cyT^joàru. Xa senle l 
dîatance de» pnois , et noa- leur oeurlnire , inâne dono sut VélévatioDi du fluide. , 

Q. JSi deux pl«n& yeiticaax IP, l* sont- plongés dans un Suide, et qu« l'oa 
conçoiTe la petite sphère (j) tangente à ces deux plans dont l'ange aoit asses. 
petit, le fluide s'élever* à la mime haoleur sur la verticale passant par le centra 
de ( f ) , que si le plan I« devem If , toi^onn tan^mt à ( j ] , étût de ^u« 
p^ralUle au ^frenâsc plan IP^ 

m. L'expérience fait voir que la hauteur verticale du Suide , dans le jpêiae 
tidw vertical ou incliné, est la-uéme. 

rV. Ifoos- admettrow dmc ég^lenent que si deux plan* ., veiticam ou ncra , , 
forment entr'eux un an^e constant très-petit, les hanteura verticalee da fluide « 
■eroat tou)«iiis. l«e mtews à U tnAme -distance de l'ititecsection des deux plans ; 
c'«8t-4-din , pour les oolonaei Quides où la petite sphère (j) a le même rayon. 

Maintenant leproduisoiis ua dûorâiofr général de géométrie que nous avons 
dimontré dans le Bléiaoijre ôté^ plus haut, pagp lao. 

Si diiQc spSàres iawi^les soi^-les envelt^ipes oxtérienre et intérieure d'une . 
infinité d«q^èfes, pv les centres des deux chères enve/()pp«CyinenoiUHap]an(il) : 
qui soit pris pour plan de projection ; projetons sur lui les centres de toutes les 
sphères enveloppées ,, et transportons - y ces sphères menées avec leurs centres 
respectif, elles vont remplir une nouvelle partie de l'espace ; or, dans leur nou'- 
velle position, elles seront toutes touchées par deux plans enveJb/jpej (L') , (L") 
qfû serviront Aeiimites A o^tt« nauveUe partie de l'espace. 

Caillenrs ces deux plans , comme tout le reste du sy stëme , sont symétrique- 
taeiA placés par rajppoit au plaa (H) ; leur interaectioQ sera donc sur ce plan, et 
perpendiculaire à la ân»te qui joint les centres des deux sphères invari^Ics ; etc. 

Si maintenant nous concevons que les deux sphères învari^Ies soient mat^ 
rietles, d'une grandeur sensible, et cependant partout à distance capillaire; eo 
les plongeant dans un Suide, voici ce qui arrivera : nous supposons d'abord 
que ces deux spbères ont leurs centres âur la mdme horizontale. 

Par cette horizontale , menons le plan (n) vertical, les deux plans limite* 
(L') , (L' 3 seront nécessairement verticaux. 

Or, les hauteurs du fluide entre les deux plans verticaux (L'), (L') seront , 
préciskuent les hauteurs du fluide entre les sphères données ; c'est-à-dire , que 
la surface du fluide compris entre les plans ( L' ) i (L') , trace sur le plan 
milieu (n) une courbe qui, sur ce plan, est la projection verticale de la suit* 
des points miti«u de U surface fluide entre les deux sphères données. 
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Maû nous arona ru , dès !d commBDcement de cette note , que le» pointa miimu 
du Suide compris entré deux cylindres de révolutÎMi , ont pareUlement pour ' 
projection rerticale les hatrteon du &]ide compris entre deux plans limites 
pareillement déterminés : de là résulte ce nourean théorème. 

Si le même fluide est seumis à l'action capillaire de corps homogènes, 
' 1*. Entre deux sphères dont les centra sont de nÎTcao ; 

a". Entre deux c^Iindrea TWtïcaux a;fant pour bases les grands cercles de cet 
sphères; 

3*. Entre denx plans tangents aux petites sphères enreloppées par les deux 
sphères ou les deux cylindres ( leurs centres transportés svr le plan rértnal de 
■ymétrisme des sphères et des cylindres donnés ). 

Le JUâde sera élevé ou d^trimé à la même hauteur entre les Jeux sphères , ' 
entre les deux cylindres , entre les deux plans. De manière' que la combe qoî gar 
le plan de symétrisme marquera ces hauteurs entre les deux plans matériels , sera 
la projection verticale des courbes qni marqueront les hauteurs correspondante* 
entre les deuK sphères et les deux cylindres matériels. .TajoiiteTai que de ces deux 
dernières comrbes , Tune est sur mi ceindre i base ^iptîqoe > l'autre sur un s^^ 
roïde elliptique, 

Mab si les centres des sphères nAérielles n'étaient pas sur une horizontale, 
il feudrait , par ces deux centres , concevoir un plan vertical (H) ; puis deux ' 
cylindres circonscrits aux deux apbéarea , et dont les axes j perpendiculaires à 
cette droite , fussent dans le plan (it) : puis , enfin , deux plans limites (L') , (L*) 
dont l'intersection fut parallèle à ces axes. Alors , encore , la courbe des haateun 
du fluide entre les plans (L'), (L') serait sur le plan' {n) la projection des • 
courbes des kautenis du Buide , d'abord entre les deux cyliaàrea , ensuite entr« 
les deux sphères. 14'étendons pas plus loin ces généralités. - 

NOTE V, 

Sur r ambiguïté des signes des rayons de courbure. 

Dans la page 116, nous présentons les rayons de courbure sons la forme posttÎTet 
quoi qu'ils nous aient été donnés sous la forme négative, d'après la suite de 
noscaicub, art. III, % U (aussi fant-il lire, page 104, [1;]..,. />+P = — ):il 
n'y a cependant en cela aucune erreur. Parce que le facteur «:= \/(i +p'+ ?') 
étant susceptible des signes 4^ , ce ne peut être qu'une circonstance 1 
mii détennine plutôt l'adoption d'un signe que de l'autre. 

riH DES H0TI8 DV SICOnD ICÉMOIKIt 
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TROISIÈME MÉMOmE, 

SUITE DE LÀ THÉOEIE DES TANGEIfTES CONJUGUÉES» 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 



DE L'INDICATRICE. 

ARTICLE PREMIER. 

ÉQUATION DE L'INDICATRICE DE LA COOHBUBE DES SURFACES. 

Théorème fondamental. Pour chaque point non singulier 
d'une sur/àce, il existe toujours une ligne du second d^ré placée 
sur le plan Umgent, ayant pou^ centre le point que l'on con- 
sidère, et telle enfin qu'elle voAv^^ et caractérise tou/ours tout 
ce qui peut être relatif à la courbure de la surface, à partir 
du point qu'on a pris pour centre. Telle est la courbe que nous 
nommons indicatrice. 

Trouvons premièrement l'équation de Tlndicatrice. Considérons 
l'équation aux différentielles mêlées 
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i46 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

iu-' MÉMOIRE, que nous avons trouvée dam le Mémoire précédent, § II, art I, 
eomme appartenant aux tangentes conjuguées. Nous verrons qu'elle 
devientsîmplement aux dififêrentieUes or^naires, lorsqu'on y regarde 
Ty Sf t comme des constantes arbitraires dont la valeur particu- 
lière est exprimée eu fonction des coordonnées du point x,/, z, 
où l'on se suppose sur la surface dont on analyse la courbure. Alors 
cette équation devient celle d'une ligne courbe dont la nature , pour 
■ chaque valeur particulière de r, s, t, c'est-à-dire, pour cbaque 
point particulier de la surËice, doit faire connaître les relations 
qu'ont entr'elles les tangentes conjuguées, et par suite indiquer^ 
déterminer la forme même de la surlace. 

Observons d'abord que dans l'espace nous concevrons toujours 
la ligne courbe dont nous parlons , comme si elle était rapportée 
sur le plan tangent Z — z=:p(X — x)-i-q{Y-~y), quoique sou- 
vent nous nous contentions de raisonner sur sa projection comme 
sur etle-mème, oc qui est permis dans leurs propriétés communes. 

Dans l'équation 



jr^ ett ^ exprimant la direction des deux tangentes conjuguées 
(placées évidemment sur le plan tangent), demandons -nous la 
courbe telle qu'au point X, Y, sa tangente soit toujours ^; S 
suffira de fiùre ^ ' 

rfv__ JT 

dx~~ dX.' . 

Par cette hypothèse , l'équation des tangentes conjuguées dé- 
tiendra 

Tix.—x)dK-}'S[(r—y)dK-^(x—x)dr)]-ht(Y'^)dr=o. 

Mais dans cette équation (comme nous restons toujours au même 
point Xj/delaaurEice),*,/, et par conséquent, r,s, t soutcons- 
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THÉORIE. SECTION I. i4^ 

tantes. Cette équation est donc immédiatement intégrâblc, et moi mémoike. 
elle donne 

(/).... 7fX-x)" + 25(X-x)(T-:y) + <Y-^)' = C, 

C étant une constante arbitraire **\ 

Or, cette équation est celle d'une courbe du second degré, 
placée sur le plan tangent à la surlàce en x,yj z, et de plus, 
- ayant son centre en ce point, yoilà l'indicatrice; et cette courbe, 
dans les différentes variétés que peut ofiTrir sa figure, va nous 
iàire connaître les formes diverses dont peut être susceptible la 
courbure des surfaces. Nous allons d'abord présenter les pro- 
priétés que ' cette courbe donne à la fois à tous les genres de 
sur&ces; nous dircos ensuite quelles propriétés caractéristiques 
elle imprime à chacun de ces genres en particulier. 

En conservant toujours à ^' et 4'^ ou plus simplement à 4» et 4 
la même sigDificati(»i, nous aurons encore, comme dans le Mé- 
moire précédent, 

Or, la première de ces deux équations est celle d'un diamètre 
de l'indicatrice {i), puisque c'est l'équation d'une droite qui passe 
par le centre x , y. 

La seconde , mise sous la forme ^ = fzr%. » ®*' ^^^^ ^^ ^ *^" 
gente à l'indicatrice , menée par le point X , Y ( « , g étant les coor- 
données courantes de cette tangente ) : donc aussi <P = r^^ ^^t 

c*) Ponr chaque valeur dilFéreiite de la coiutante C , l'équation ( i ) représente 
une courbe particulière ; mais comme tous les termes où les coordonnées se 
trouvent, les contiennent à la même puissance-, toutes les courbes diverses obtenue* 
par la variation de la constante arbitraire C , seront semblables et sçmblablement 
placées dam l'espace ; c'est-^-dire auront leurs lignes homologues parallèles. 
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i48 DÉVELOPPEIKNTS DE GÉOMÉTRIE. 

JU-* HÉHOiRE- récpiation du diamètre conjugué au précédent. D*où résulte d'abord 
ce théorème général : 

Chaque système de tangentes conjuguées de la surface au 
points, j jZ, est formé par deux diamètres conjuguée de la 
courbe indicatrice qui correspond à ce point x, y, z. 

Telle est la loi qui, sur le plan tangent , lie entr'elles les positions 
des systèmes de droites que nous arons nommées tangentes con- 
juguées; loi qu'exprime Téquation 

OU plus simplement celle-ci ( Mém. pr^èd. , art. I, § II ) , 

(A).... r+*(<p'+4')-hW = o, ■ 
qui est identique avec elle. 

autrement Nous pouvons parvenir à l'équation de Piùdicatrice 
par un moyen moins élémentaire , mais plus direct ^ et qui va nous 
Ëûre connaître une nouvelle propriété de cette courbe. 

Supposons que, l'équation de la surfece primitive étant z=(p(*,jy) , 
les * et _y deviennent x -^,dxjy-^dy,Ga dérelopplbt la valeur 
de l'accroissement dz, on aura, comme on sait, 

{d),.. dz=pdx+qdy-\-^{rdx^'{-isdxdy-\-tdy')'^~r^. tic. 
Et l'équation du plan tangent sera 

Z-z=j,(X-*) + î(Y-j').. 
Donc aussi Féquatioa d'un plan parallèle au plan tangent, et qui ea 
est éloigné d'une distance dh mesurée sur Taxe des z , sera 

Déterminons maintenant l'intersection de ce plan et de la sur- 
fece primitive. 
Z , Y, Z devenant alors des points de cette suiËice, inâoùment 
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voisins de x^ y, z , puisque dh est infiniment petit ; on a i 

et réquation du plan coupant se réduit à 

^—dh=spdx + qdy. 
Retranchât membre à membre cette équation du développement 

(rf) , on a 

dk=:~ (rdx^'i-3sdxdy-^td:y*)'j-~^(cidx^-^etc. . . .)+ etc. 

Mais les difiërentielles du troisième ordre et au-delà, disparaissent 
devant celles du second : on a donc enfin 

arfA = rdx* 4- asdxây + tdy% 
pour la projection sur le plan des x, y de la section cherchée. 
Si nous comparons cette équation arec celle de l'indicatrice 

nous verrons qt^elles deviennent identiques lorsqu'on domie à C 
la valeur infiniment petite adh. De là résulte donc ce nouveau 
théorème : 

Un plan infiniment voisin du plan tarant, et qui lui est 
parallèle, coupe la surface suivant une courbe du second 
degré, indicatrice de ta courbure de la surface, à partir du 
point que l'on considère. 

Les diamètres conjuguésde cette courbe d'intersection sont donc 
aussi les tangentes conjuguées de la surËice. 

ARTICLE IL 

Propriétés des diamètres conjugués de l'indicatrice. 

L'équation (z) , en nous Msant connaître la direction des dia- 
mètres conjugués de la cottr|>e indicatrice, vient de nous montrer 
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iiiB* MÉMOIRE- l'identité de cette -direction avec celle des tangentes conjuguées 
de la surface. Voyons maintenant ce que la grandeur de ces dia- 
^ mètres pourra nous apprendre sur la grandeur des rayons de 

courbure des sections dirigées suivant les tangentes conjuguées, 
et normalement à la surËice. 

I>a distance du centre x, y,zie l'indicatrice au poict X , T, Z 
de cette courbe , représentée par a , donne 

^ a- = iX-xy+(Y-yy+iZ-z): 
Mais la courbe étant placée sur le plan tangent^ 
Z-z=p(X~x) + q(r-y). 
Si par cette dernière équation nous faisons disparaître Z — z de 
la valeur de a', cette valeur devient 

a-=(i+p-)(x-xy-i-s,pj(x-x){r-y)+(i+q-)(r-yy- 

Supposons ensuite , comme nous l'avons fait jusqu'ici, ^^=4i 
l'équation {i) de rindîcatrice' deviendra 

C=(X-x)'(r+a54 + f-4'')- 
Ces deux équations déterminent complettement a% et elles donnent 

Si nous comparons cette valeur du quarré a* du demi-diamètre 
de l'indicatrice, à celle du rayon / de la section normale faite 
dans la surface , suivant la direction de ce diamètre v^ ^ 4 » 
Mémoire précédent , S 1^^ > ^^^ H^ t 



nous aurons immédiatement 
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râleur où C et « = t/( i +/>' + q^) sont constantes pour le même m"i mémoire. 
point x,^, 2 de la surËtce, quel que soit 4 '■ nous pouvons donc 
poser ce troisième théorème comme propriété générale des indi- 
catrices. 

En chaque point d'une surface , les rayons de courbure des 
sections normales ont leurs longueurs proportionTiel/es aux 
quarrés des diamètres tracés par ces sections dans la courbe 
indicatrice 'de la surface. 
'* Il est visible qu'en faisant C= « , ce qui est toujours permis ^*\ 
on a simplonent p = a*. Alors l'équation des diamètres de Tin- 
dicatrice pourra remplacer l'équation des rayons des sections 
normales. 

Ce théorème , comme nous lé ferons voir ïivec détail , ramène 
immédiatement l'examen des formes des surfaces quelconques à la 
simple considération des lignes planes du second degré. 

On sait que le plus grand et le plus petit des diamètres d'une 
courbe du second degré, sont les deux diamètres conjugués qui 
se coupent à angle droit ; qu'il y a toujours un pareil système pour 
phaque courbe, et que, le cercle excepté , il ne saurait y en avoir 
un plus grand nombre.. 

Donc aussi , parmi le» sections Ëiites normalement sur la sur- 
luce à partir d'un point donné, il y en aura toujours une plus 
grande et une plus petite que toutes les autres ; leurs directions 
seront conjuguées, et leur caractère unique sera d'être constamment 
à angle droit: ^là les lignes de courbure. 

<*) Par cette hypothèse , nous ne youlona pas dire que le qitarre a" d'une 
ligne a poistie être efFectivement égal à une simple ligne f ; mais qu'en prenant 
pour unité une eertune longueur quelconque, les nombres a, «^ C et f •eroot 
tels qu'on aup toujours cette égalité de rapporta 



cb, Google 



i5a DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTBIE. 

m— MÉMOIRE. On sait aussi qae dans les courbes du second degré, la somme 
des qugrrés des diamètres conjugués est constante , et qu'elle est 
égale à la somme des quarrés des deux axes. Or , nous venons 
de voir que les rayons des sections normales des surfeces sont 
proportionnels aux quarrés des diamètres d'une courbe de. ce 
degré ( l'indicatrice). Nous pouvons donc conclure encore cet autre 
théorème relatif à la courbure des surÊices quelconques : 

En chaque point d'une surface , quelle qu'elle soit, la somme 
des rayons de courbure de deux sections normales œnjuguéeaf 
est constante et égale à la somme des rayons de courbure de 
la surface au même point Puisque , comme nous venons de 
le dire, ces derniers rayons appartiemient aux deux sections con- 
juguées à angle droit. 

Les courbes du second degré sont toutes symétriques par rap- 
port aux deux axes qui se croisent rectangulairement à leur 
centre j donc aussi la cpxnrbure des suriàces est, à partir de chaque 
point, symétrique par rapport aux deux axes de rindicatrice , 
qui divisent ainsi la surlàce en quatre parts superposables deux a 
deux : quand ces parties sont superposées de cette manière, elles 
ont entr'elles nn contact du second ordre. De plus, toutes les nor- 
'^ maies de la surÉice sont placées symétriquement par rapport aux 

deux plans normaux dirigés suivant les deux axes de l'indicatrice ; 
donc les normales infini ment voisines du point que Ton considère, 
et qui ont leur point d'application sur ces plans , y sont tout en- 
tières , et coupent la normale primitive diacune en un point , centre 
de la plus grande ou delà moindre courbure^ de la surËtce. 

Mais dans toute courbe du second degré , les normales parties 
de l'ettrémité des axes ou des sommets, viennent toutes se croi- 
ser sur la droite meu^ par le centre de la courbe , perpen^cur 
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lairement à la sur&ce ^*^; et toute autre normale de ces courbes, m»* hémoibe^ 
le cercle excepté , ne saurait rencontrer cette même droite. On 
voit donc aussi qu'en général les diverses normales de la sur&ce 
ne sauraient rencontrer une normale infiniment roisine , si leurs 
points d'application avec le point que Ton considère , ne sont pas 
sur Tune des directions de plus grande ou de moindre courbure : 
an contraire y les normales parties de deux points immédiatement 
consécutife et placés sur la même ligne de courbure, se rencontrent 
toujours. 

On peut concevoir , dès à présent , arec quelle &cilité \indica~ 
trice Ëiit connaître toutes les propriétés générales des sur&ces 
considérées dans leur courbure. Nous allons actuellement en fairet 
l'application à l'examen des direr? genres de courbures que les^ 
surËices peuvent nous présenter. 

ARTICLE III. 

Discussion de l'indicatrice appliquée à la discussion des divers 
genres de courbure des sur/aces. 

L'équation 

• r(X-*)'+3nX-*)(T-jK) + f(T-^)' = C 

de l'indicatrice , étant celle d'une courbe du second degré , elle 
peut appartenir à l'ellipse , ou à l'hyperbole , ou à la parabole ; 
et ces trois yariétés vont nous offrir trois genres différents de 
formes ije surfeces. 
En résolvant celte équation par rapport à Y — y, par exemple, 

(*) Pour fixer les îdées, si la conrbe est une ellipse horizontale , ancuoe de ses 
normales , horizontale ou non , ne pourra rencontrer la Tertîoale menje par 1« 
centre de l'ellipse. 
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ni"* MÉHOïKB. elle d<»me 

Y y— ^(X-i:)±VtCt-(rt-^')(X-a;]'3 ^ 

équation qui représentera les formes suivantes^ pour les diverses 
valeurs du coefficient de (X — x)*, 

{I Positif. i I. Ellipse. 

II. NéfpitiC INDICATRICE. < II Hyperbole. 

in. Nul. ( m. Parabole. 

I. Dans l'ellipse , tous les diamètres sont réels y et par consé- 
quent tous leurs quarrés sont positifs : donc kHwpi'une snr&ce 
aura dans quelqu'un de ses points, TelUpse pour courbe indica- 
trice, les rayons de toutes les sections normales en ce point seront 
de même si^e , et les deux courbures de la surfoca , dirigées dans 
le même sens par rapport au plan tangent à la normale : enfin , 
le caractère analytique de cette forme des sur&ces , sera donné 
par celte condition rt — s' > o, qui rend l'indicatrice une ellipse. 

II. Dans Vhyperbole , partie des diamètres sont réels , et par 
conséquent chacun d'eux a son quarré positif; tous les diamètres 
conjugués à ces premiers sont imaginaires , et par conséquent 
chacun d'eux a son quarré négatif Donc lorsqu'une sur&ce a 
dans un de ses points l'hyperbole pour indicatrice, partie des 
rayons des sections normales en ce point sont positif, tandis 
que les rayons de toutes les sections conjnguées à celles-là sont 
négatifs; c'est-à-dire, que les premiers rayons sont tous dirigés 
dans un même sens par rapport au plan tangent , et que les rayons 
des sections conjuguées sont tous dirigés du côté oppose de ce 
même plan tangent. Quand l'indicatrice est une hyperbole , en un 
mot , les deux courbures de la sur&ce sont dirigées en sens con- 
traires ; enfin , le caract^e analytique de cette forme des sur&ces 
est donné par la coodlËioQ rf — f'<Io, qui rend l'iDdicalrlce une 
hyperbole. 



cby Google 



THÉORIE. SECTION L i55 

IIL Venons aa cas où l'indicatrice est une parabole , ce qui ui>* hëhoiMv 
semblefa difficile à conceroir , puisque l'indicatrice peut être une 
courbe finie rapportée à son centre, et qu'on a coutume de dire 
que la parabole n'a pas de centre. 

Si dons l'équation (i) d« l'iadioabiee, qui résolue par rapport 
à T — _y, donne 

noua fiusons rt— f'^ o , cette râleur se réduit amplement à 

-' I 

Or , cette équation est ceUe du système de deux l^Bes droites 
parallèles égalem^it élragnées de ta droite 

1 y— t t . 

qui leur est aussi parallèle. * 

Cette dernière droite est Taxe du système des deux parallèles ; 
et comme elle est infinie ^*\ il &ut , premièrement en conclure qu'un 
des rayons de courbure est infini ; mais pour ta même raison , 
deux droites parallèles peuvent être regardées comme une ellipse 
ou une -hyperbole dont un axe seul est infini ; ou bien , comme 
une parabole dont un axe devient fin!, ^ors il est évident que toute 
tangente à la surface passant par le poiatde contact x , y^ peut être 
regardée connue un diamètre , et que toutes ont pour diamètre 
conjugué ou pour tangente coniuguée l'axe infini 

Nous retrouvons donc ici toutes les pn^riétés des tangentes 

■ C*) Ea effet , il est dans l'esprit de la théorie des infiniment petits , de cob- 
■id£rer deux droites parallèles comme les deaz c6t^ d'ans ellipse dont le grand 
«xe seul devient infini , «a d'uBe Iqrperbolv éuii I'wm ùu^oaire devient infini. 
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u>i MÉMOIRE, conjuguées que, dans les deux Mémoires précédente, noua avons 
rues appartenir au genre de courbure que nous envisageons. 

Nous venons de prouver que dans la section fâite suivant la 
direction unique à laquelle toutes les autres directions sont con- 
juguées y le rayon de courbilre est infini ; par conséquent , la cour- 
buce est nulle dans ce sens. Donc la tangente à la surface menée 
suivant cette direction , est osculatrice à la surface. Ainsi nous 
pouvons développer , sans rupture et sans duplicature , les deux 
éléments iuâniment petits qui sont à droite et à gauche de cette 
ligne , en les rabattant autour d'elle sur un seul et même plan. 
Donc, en cet élément, la surface est développable : enfin ,1e carac- 
tère aiialytique de cette forme des surËices est donné par la condi- 
tion rt — s'= o, qui rend l'indicatrice \xii<i parabole. 

Il nons reste à examiner deux cas particuliers , pour avoir épuisé 
ce qu'on peut dire sur la division des Q?rmes des surlaces en genres 
principaux. Si les coefficiente difiërentiels r, s, t deviennent à la 
fois infinis , tous les diamètres de l'indicatrice deviennent infinis , 
et par conséquent avec eux tous les rayons de courbure dés sec- 
tions normales. Dans ce cas , la surËice est absolument sans cour- 
bure au point que l'on considère, et osculée dans tous tes sens par 
son plan tangent en ce point. Si r ou i seul devenait infîm' , il 
&udrait qu'on eût, suivant ces cas, X — x^o ou Y — y = o : 
ces cas appartiennent à ceux où là surface se réduirait à une ligne 
courbe. 

Supposons r et £ infinis, mais -=m limité , on aura pour équa- 
tion de l'indicatrice 

(X— ■*)* + 3mCX-x)(Y— :y)=o, 
système de deux droites 

X — * == o , , 

X — X H- 3OT ( Y— ^) ;= o. 
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Oq pourra regarder ces deux droites comme apparteiunt à une m» méhsoib^. 
hyperbole dont les deux axes seraient nulsj et cette équation 
pouvant se rapporter à celles de toutes les autres espèces d'hy- 
peii>oles , quand Téquation de rindicatrïce se présentera sous cette 
forme , tous les rayons de coiu'bore seroo^ nuls y la courbure de 
la suriàce sera infinie, et la surËice osculée par un point, par le 
point même que l'on considère. 

C'est d'ailleurs ce dont on pourrait se convaincre à priori par 
la considération directe des rayons de courbure. Rappelons-nous 
de réquation (II), Mémoire précédent, § II, art III, qui Mt 
coDuaitre le produit des rayons de coturbure , 

[H].... pp = sé?; 

«*=(i+/?'+^')' est plus grand que l'unité, d'ailleurs 

H~'S*=(t—t.^r; 

or, nous supposons que - est une grandeur finie m , quoique r 
et s soient infinis. 

Donc , si cette grandeur n'est pas égale t {ce qui serait le 
cas des surËtces déyeloppables dont noua yençns de parler il n'y a 
qu'un moment), 

(f-*-)i = (£-m)^ 

est infini , et par conséquent , pF ^ o. Mais la sur&ce n'étant paq 

développable , p ni.P ne peuveiit être infinis; donc , enfin p et P 

sont nuls. 

ARTICLE IV. 

Forme des surfaces aux points où les deux courbes sont égaies ^ 
et dirigées dans le même sens. 

■ Four suivre toujours une méthode uniforme, nousconsidéret- 
rons d'abord les sur&ces dont rindicatrïce est. elliptique, ensuite 
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m*» HÉMOiSE. celles dont l*indicaMce «it fajperbctique ponr un de leurs pcnuts , 
et BOUS traitra-ons ces deux cas arec toute l'étendue que mérite 
Pimpoitance du sujet. 

Dans le pr^aier ces , pour que tes deax com^ures soient égales, 
y feot aussi que les tftoxré» desJixes de Pdlipse indicatrice soient 
égaux , puisque les ra jods "ie coiuttUre leur sont propOTtionnels. 11 
feut donc que les axes mêmes de Feltipse soient égaux et qœ 
Fellipse soit Un cercle. Mais dans le cercle , tmis les diamètres 
sont égaux aux deux axes , qui pour cette raison ne sont plus 
umques et distincts. Ainsi ^ dans ce cas , k courbure de toutes les 
sections normales est la même , et Ton ne peut plus liire que la 
sur&ce présente une plus grande ni une mmndre courbure. 

Que deviennent donc alors les lignes de courbure 7 Passeot-elles 
par tous les points de la surface , excepté par les points singuliers 
où les deux courbures deviennent égales ? Mais cela n'est pas dans 
l'esprit de la géométrie. Y passent-elles toutes à la fois, ou seu- 
lement en nombre déterminé 7 Enfin, à qiïèls caractères pourrons- 
nous reconnaître ces diverses anomalies ? Telles sont les questions 
qui vont nous occuper. 

Reprenons Téquation générale de findicatrice 
(i).... C=r(X-*)'+ai(X-x)(T-y)+({T->'/, 
et rappelons-nous que cette projection fèiite sur le plan desx,^ 
doit , dans l'espace , être rapportée sur le plan tangent 

o=j>(X-x)-f-î(T-^)-CZ-2), 
où elle a son centre au point de ctaïtaot x^y, z. 

Maintenant si la courbe indicatrice doit être un cercle, on ex- 
primera cette condition en disant qu*eRe est sur une sphère 

a^ant c<»mne die son centre en x , j, £■ Mafe I^dicalrice étant 
fmsn sur le plan tangent, n'est autre chose <^ llnterffection de 



cby Google 



THÉORIE. SECTION I. 169 

cette sphère et de ce plan : chassant donc Z — z de ceé deux m^ mémoire. 
équations , nous aurons pour la projection de Tindicatrice sur le 
plan des Xy y, Téquation 

R-= (i4y.)(X-*)'+3pî(X-*)(Y-^)+(i-H')(Y-:y)\ 
Bfois 
(()... C= r . (X-*)'+ !M).X-a:)CY-j')+ / . (Y-^)' 
est , par hypothèse , l'équation de cette même projection ; par 
conséquent, ces deux équations sont identiques ; on a donc im- 
médiatement pour rCToplir cette condition , 

H'_ » +P' _P?_ ' +■7* 
C "" r « t ' 

'autrement Nous pouvons parvenir au même réuiltat plus ra- 
pidement encore : noua avons vu dans ce Mémwe , art II , que la 
grandeur des diamètres de l'indicatrice est, eu attelant 4 ^ tan- 
gente trigonométiique de TincUnaisonde leur projection sur l'axa 
des M j 

a — r+BU+*4^ ^> 

si donc on veut que tous les diamètres soient égaux entr'eux, il 
suffit que cette valeur devienne indépendante de 4i W, c'est ce 
qui exige que 

' + p* _ pg _,_ ' + -T* 
r t t ' 

Tels 80bI donc les caractères généraiK de tous les points des 
surfaces où les deux comiiores deviemient égales lorsqu'elles sant 
d'ailleurs dirigées dans le même sens. 

Ces équations sont précisément les équatt(»is de condition aux- 
quelles nous venons de parvenir, et que nous avions déjà trouvées 
dans le Mémoire précédent, mais d'une manière moins rapide. 

Si maintenant nous reprenons Téqnation des lignes de courbure , 
en la présentant sous la forme que nous lui avons donnée dans le 
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III» MÉMOIRE. Mémoire précédent, §11, art II ^ 

bous reconnaîtrons , à sa seule inspection , que tous ses termes 
s'eTanouissent à la fois quand les deux rayons de courbure de- 
viennent égaux, et qa'alors cette équation s'offrant sous la forme 

V £) devient indéterminé , et susceptible d'une inûnîté de valeurs 
différentes. 

Cependant ne noua hâtons pas encore d'en conclure qu'aux pointa 
où les deux courbures de la surface sont ^ales et dirigées dans 
le même sens , viennent se croiser une iniinitë de lignes de cour- 
bure. Car nous savons par la théorie du calcul diffêreDtiel ^*\ qu'il 
est des cas où certaines grandeurs se montrent sous ime forme 
indéterminée sans être telles en effet : ce sont ceux où Téquation 
générale dit plus ou dit moins que le cas particulier que l'on con- 
sidère, d'où nous pourrions déjà concluro qu'en général , dans. les 
points singuliers dont nous nous occupons actuellement , il y a 
plus ou il y a moins de deux lignes de courbure ; il y en aura donc 
tme seule , ou trois , ou un plus grand nombre ; mais ces induc- 
tions excellentes pour nous guider dans la recherche de la vérité, 
ne doivent jamais être regardées comme des preuves absolues, 

Eclaircissons d'abord cette difficulté par des considérations géo* 
métriques : l'indicatrice 

lorsqu'on néglige les quantités du troisième ordre, est susceptible 

i*) La diéoiie de l'éliminatioii pr&eote .anwi lei mêmes puticulaiitét. 
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de se placer tout entière sur la suiiâce , en faisant m*> 

X — x^dx, Y^y^dy, Z — z = rfz, 
et alors elle est aussi sur un plan (7) , 

qui passe par le point x, y^ z — dh, dh étant une constante 
arbitraire. C'est ce que nous avons d^à démontré dans ce Uémoire, 
voyez la seconde méthode de l'article I. 

On peut en etfet négliger ces puissances dans la ret^wrche des 
axes ( qui conduit à celle des ligues de courbure ) , lorsque ces 
ttiémcs axes sont inégaux ; parce que les diffîrences apportées par 
. une telle simpliâcation, n'altèrent la grandeur et la direction de ces 
axes que dans un rapport infiniment petit. Mais si les axes ne diffé- 
raient qu'infiniment peul'unde Vautre, ou slla étaient égaux (or, c'est 
le cas que nous considérons), on ne pourrait plus négliger les puis- 
sances du troisième ordres il Ëiudrait par conséquent regarder 
l'équation de l'iodicfftrice comme incomplette, et par conséquent 
aussi regarder l'équation des lignes de courbure , immédiatement 
dérivée ^*> de cdie-là, comme une équation inexacte. 

<■*> En effet , si , considérant l'équation des «xes a , de l'indloatrice 

on obserre qne a est nécessairement nn maxinaun ou nn minimum par report 
aux antres diamètres , on aura pour cette condition , 

et l'équation des li^es de conrbare résultera immédiatement de l'élîminRtion 
de y ■ entre cette équation et celle de l'indicatrice ^ 

Ci).... C ==: r CX-x)' + «(:X-a:) (Y-^) + ((y-j.). 

qui 4ifférentiée, danap 
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*ï;i«* HÉaiORE. Cest précisémmt parce que, dans le cas actuel , l*éqnation des 
lignes de courbure n*a plus toute la généralité ({Ue cwi^rte la nature 
de ces lignes , qu'elle se présente sous une forme indéterminée ; 
comme nous l'avions annoncé d'avance d'après les principes géné- 
raux dft l'adalyse. 

Néanmoins nous aUons voir que cette équation peut «ncore nous 
&ire connaître la position des points singuliers que noue conùdé- 
rons , et la direction des lignes de courbure <pà passent par eux. 

Si je considère à la fois tous les points d'une sm&ce , en chacun 
desquels les deux rayons de courbure sont égaux entr'eux, ou ce 
noinbre sera limité , et alors les points seront isolés sur la surfiice ; 
<fti il serft infini et de nature à former sur la sur&ce une couibe 
suivie : ou bien , enBai ,' la sur&ce elle-même jouira dans tous ses 
points de la propriété d'avoir ses rayons de courbure respecti- 
vement égaux en chaque point, et toujours dirigés dans le même 
sens. Ce dernier cas , à la rigueur , n'appartient pas à cet article. 
Cependant pour ne pas revenir sans cesse sur le même objet , nous 

^ en montrerons aussi la solution. . 

Occupons-nous d'abord du cas le pltia général , de celui où les 
points , à partir desquels les deux courbures sont ^ales , forment 
une courbe contÏDtte. 

Déjà nous connaissons cette courbe ; elle est indi£fêremment 
donnée ou par l'équation unique 

[CH-g')r-3yïçi-f-(i4-/)')ï]' = 4C'*— ■ï')(i+i''H-4'),. 
ou par la doid>le équation 

' +>* _y<7_ ' +?* 

r s t ' 

n suffit, ponr a'tncotmincK, de jeter les yeitx séries équations correspoiHlaiates, 
d'où nCNU aYoïu déduit celle de lignes de courbure (second Mémoire , art. H). 
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Si maÎDtawiit à partir d'iin point x^y, z, où les deux cotir- him mémoibe. 
bures sont égales, jt [huM au point x'jy, 2' immédiatenient consé^ 
cutif et jouissant de la mêiué propnété ; il est évident qu'en ce point 

«" * y ,2 

seront devenues 

« H- rf* , y + rfr , ï + (fe , 
et par conséquent alors, au lîeu dtt 

P » ï i r f s , t , 

on aura . . 

P -\- dp , q -h dq ; r + rfr, * H- rf* , t -^- dt 
Maintenant nous mettrons 

p' , -i' ; r- , y , C 

pour ces râleurs complettes. L'équation des l^nes de courbure 
pour ce nouveau point sera donc, (C) 

Puisqu'on ce nouveau point les deux courbure»«ont encore égales 
entr'elles, je dois avoir aussi pour ce point, 

1 +p'' _ ^ pV ' + y . " 

et par conséquent , 

f(HY')*'— p'q't^'=^-i idl(i-hq')^^ pqt}~o, 

](a+î")''— (^+i'">^=o[d'o« U{.iii-\-q')r—d-hp')t]=:o, 

Enfin, nous observerons que le système de ces équations ne dira 
rien de plas que l'équation unique 

^«t son équation dS^ntielle prise en marchast sur la sor&ce 
primitive. 
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,Mais ai au lieu de stûrre la direction des courbures égales , je 
veux me diriger sur les lignes de cotirbur« du système général ; 
- l'observerai d'abord que les trois coefficients de Téquation primi- 
tive (C) des lignes de courbure étant nub, les trois {^efficients de 
l'équation dérivée ( C ) se réduisent aux simples différentielles de 
ces dernières ; et parce que les accroissements dy et dx ne mon- 
teront qu'au premier degré dïms ces coefficients ; que déjà ^ ap- 
partenant aux lignes de courbure, est au second degré dans ces 
équations , l'équation ( C ) se réduira nécessairement à une équa- 
tion du troisième degré en ^ ; nous la représenterons par 

(r).... A(|) + B(0+C(è)+D = c. 

Puisque cette équation est du troisième degré, elle a toujours 
nne ramne réelle , et ne peut pas en avoir seulement deux réelles : 
donc , quand les ombilics stmt donnés par une équation de cette 
forine, premièremejit, il passe toujours au moins une ligne de 
courbure par chaque ombilici ««condement, ilnepeutpasy en 
passer deux seulement; troisièmement, it peut en passer trois. ' 

n est évident que l'équation générale (r) sera satisfaite d'elle- 
même lorsque l'équation 

[(x + ç')r— iiïîf+(H-;7')i]'=4(rt^>)(i4.;p'+ç') 

qui appartient à la ligne des courbures égales , aura lieu ; ou , ce 

qui revient au même, le système des équations différentielles 

à\(^-{-q*)s — . pqt}^o, 

rf[(H-3')r — (i+/>')0=o. 

(i[ . pqr~'(i-j'P^)sj=o. 

Ainsi , des troisfacteitrs dans lesquels onpeutconcepoir féquO'^ 
tion (r) décomposée , il y en aura toujours un. qui présentera 
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^ sous ime forme rationnelle , et ce facteur sera donné par ui»» mèmoibe. 
l'équation différentielle de l'équation unique des courbures 
égales : doiw alors une courbe unique représente un système 
particulier de lignes de courbure , et qui n'a rien de commun 
avec le système général donné par l'équation ordinaire (C) des 
lignes de courbure. 

De soirte que le facteur du second degré re&tant, représentera 
les deux lignes du système général; par conséquert, cea lignes 
au point que Ton considère, seront toutes deux réelles ou toutes 
deux imaginaires. Il j a plus , )e dis qu'elles seront généralement 
réelles, et ne pourront devenir imaginaires que pour quelques 
' points particuliers ( exception dont nous parlerons dans un mo- 
ment). En e^t , Péqoation (T) n'est autre chose que Téqua^ion (C) 
des lignes de courbure au point x-^dx , y -^dy, z-i-dzy point 
où les deux courbures ne sont plus égales^ puisque nous mar- 
chons sur les deux lignes autres que la ligne des courbures, égales. 
Aussi ^ aura nécessairement deux valeurs réelles ; puisque toutes 
le» valeurs de l'équation ( C ) sont réelles pour les parties réelles 
de la sur&ce '*>. 

(*0 Pour se convaiacre de la vérité de cette asserdon , observoiu que si dans 

réqoatîoii (C) les TtleuTs ^^ ( ^ J '°°^ réelles , elles le seront «score «a 

changeant de plana coordonnés , de la manière la plus générale. Supposons donc 
qn'on rende le plan tangent parallèle au plan de protection des ^ , y ; alora 
p et t] s'évanouiâsent , et l'équation des lignes de coarimre devient simplement - 

,(l)V(|)(^)-.=o. 

équation âù- second degré dont le terme constant est négatif, ce qui exige qna 
les deuxiacinea soient constamment réelles ; donc, aussi , en repassant au système 

général de plans coordonnés , les deux valeurs de ( ^) seront encore réelle» 
pour tout antre -point qa'un ombilic. 
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Passons mainteneut aa cas où la suiËice n'aurait qu'en des points 
isoles ses deux courbures égales. Il est évident qu'alors on ne 
pourra point passer , d'une manière continue , d'un de ces points 
à l'autre : il faudra donc, quand ou fera pour cet effet, dans les 
coefficients de l'équation (C) des lignes de courbure , 

x' = x-\-dx, y'^=y + dy, z'-=.%-\-dz-^ 
3 Ëtudra, dis-je, que les deux valeurs de -^ deviennent imaginaires. 

Ainsi , dans ce cas tout opposé au précédent , les deux racines 
du facteur du second degré appartiendront à la ligne unique des 
courbures égales , laquelle ligne ne sera plus qu'un système de 
points. 

Et par conséquent, alors , le facteur linéaire appartient à la fois 
aux df ux lignes de courbure du système général. Donc , dans ce 
cas , la plus grande et la moindre courbure , au lieu d'être cons- 
tamment à angle droit , se confondent dans leur direction. 

Quoique ces dernières conséquences semblent bien différentes 
de celles du cas précédent , elles ne sont pourtant pas contradic- 
toires avec loi. Car si deux des trois racines de l'équation (r) 
pouvaient appartenir encore aux lignes de courbure du système 
général , il y en aurait au moins une qui serait imaginaire ; tandiâ 
que nous avons démontré qu'elles sont constamment réelles. C'est 
donc pour satisÊtire à cette condition plus, générale , que les deux 
racines du facteur du second degré appartiennent aux courbures 
égales dès qu'elles sont imaginaires ^ alors le facteur linéaire , et 
par conséquent réel , reste pour satisfaire aux lignes de cour- 
bure qui s'identifient au point que l'on considère. 

Il pourrait, au reste, s'oSiir un cas singulier, lorsque laligpe 
des courbures égales se réduit à des points isolés. Quoiqu'alors , 
pour cette courbe , le point x H-rfx , JK H- rfy, Z-+- dz soit nécessai- 
rement imaginaire, ^ pourrait êtrç réel. Alore, aussi, l'équation 
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da tnMii^e de^é (r) aurait ses trois radues réeUœ. Maû si Toc la» mtmyax. 
passait aux proiections sur les [dans des s, t et des/, x, ik n'y 
aurait plus qu'une racine réelle y toujoxu^ appàitenante ali sys- 
tème général des lignes de courb&re : nous rentrons ainsi dans 
le cas précédent 
ObseiTOns , enfin , qie si les quantités 

' + P* _ P? _ > 4- g' 
r j * 

ne diâëraient que par nn âustcrar constant , les diffêrentielles pre- 
mière , seconde , troisième, .... à l'infini des coefficients 

(1 ^q*)s—pqt, (i^q')r — ii + p')t, pqr— (i-\-p^)s 
seraient constamment nulles. Ou ne pourrait donc }amais avoir de 
yaleors particulières poor ^ au point que I'mi considère , et ceUo 
grandeur resterait 'par conséquent indéterminée. Alors une infinité 
de lignes de courbure se croiseraient an point x,y, z. 

Les ^ffcrentieUes des trois coefficients de (C) seraient aussi 
constamment nulles , si la double équation 

' -f-p' PS ' + 9' 

r — * t 

contenait dans cbacnn de ses membres un radical qui s'éranonît 
au point Xj /, z. Il y aurait donc encore une infinifl de lignesde. 
courbure qui se croiseraient en ce point. Or, un radical s'éva- 
nouira dans 

L±p!_W _l±i!! 
r "~ « t ' 

lorsque .deux ou un plus grand nmnbre des points où les deux 
. courbures sont égales/se confondront en un seul point. Ainsi, 
ies ombilics oit se croisent une infinité de lignes de eour^re 
peUveht être considérés chacun comme le système de deux om- 
hiliùs ^ il ne passerait qu'une ligne de courbure- 
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m>» MÉHonE. L'ellipsoïde ra nous ofi&ir un exemple extrêmement remarqaaUe 
de 0*8 deux espèces d'ombilics. Considérons d'abord le cas le plus 
géoâitil , celui où les trois axes de rellipsoïde sont inégaux. 

Si dans la secti(m principale du grand et du petit axe, je cherche 
le diamètre égal au mojen axe, ces deux dernières lignes seront 
à angle droit ; eUcs seront les axes de la section fitite sur Fellipsoïde 
par le plan qui les contient j mais nous les supposons ^ales : donc 
la section est un cercle. Maintenant, Ëtisons marcher le plan cou- 
pant parallèlement à sa position primJtiTe ; il arrirera enfin à n*étre 
plus qu'infiniment peu distant du plan tangent qui lui est parallèle ; 
alors il coupera l'ellipsoïde suivant une courbe infiniment petite , 
et ce sera l'indicatrice appartenant au point de contact de ce même 
plan tangent. Or, toutes les sections feites par des plans parallèles, 
sur les surfaces du second degré , sont des courbes semblables. 
Pone l'indicatrice que nous considérons est un cercle, et par con- 
séquent le point qui lui correspond sur l'ellipsoïde, un ombilic. 

Mais sur la section principale du grand et du petit axe , je puis 
toujours trouver deux diamètres égaux au moyen axe. Ainsi les 
plans qui passeront par le moyen axe et par chacun de ces dia- 
mètres, nous offriront deux sections circulaires différemment 
dirigées sur l'ellipsoïde : d'ailleurs, on peut toujours mener, paral- 
lèlement à un^lan donné, deux plans tangents à l'ellipsoïde. Noua 
trouverons donc quatre plans tangents parallèles aux sections 
circulaires; par conséquent quatre indicatrices circulaires, et dès 
lors quatre ombilics de l'ellipsoïde. Enfin, comme on ne saurait 
tracer sur la sur&ce aucun cercle dirigé dans l'espace, autremeot 
que ceux dont nous Tenons de parler, il ne saurait y avoir sur 
l'ellipsoïde ni plus de quatre indicatrices circokires, ni par con- 
séquent plus de quatre ombilics. 

Enfin , le système de ces quatre ombilics derant être à la fois 
symétrique par rapport aux plans principaux, ils sqnt deux à deux 
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star Tun de ces plans, et il es» &ctl'c devoir qu'ils sont tous quatre uimhéhoibe. 
sur le plan du grand ot du petit axe. 

Ces quatre points sont isolés sur l'ellipsoïde^ voilà pourquoi 
il ne passe par chacun d'eux qu'une ligne de courbure; c'est la 
moyenne section principale. Elle esl ainsi divisée en quatre parties, 
altematÎTement de la courbure >,<;,> et < : les deux plus 
grandes contiennent les sommets du grand axe, les deux moindres 
les sommets du petit axe. 

Maintenant supposons que le moyen axe diffêre de moins en 
moins du petit axe , les plans 'des' sections circulaires se rappro- 
cheront de plus en plus du petit axe, et les quatre ombilics se 
rapprocheront de plus en plus, deux à deux , des sommets du 
grand axe. 

Etifin , qnaitad le moyen et le petit axe 3eront égaux, ces deux 
axe seront sur denx sections circulaires dont les plans ont leur 
direction identique ; et les ombilics se nénniront deux à deux aiix 
-sommets du grand axe. Donc alors , au lieu d'une ligne nniqiie , Û 
passera par ces doubles ombilics une infinité de lignes de courbure, 
lïous savons en eSèt au£.rAUipo^»Aie dont deux axes sont égaux', 
devient une surËice de révolution dont les méridiens. sont autant 
de lignes de courbure ; et ces raéridieiis , en nombre. Infini , se 
croisent évidemment tous aux deux sommets de l'êlHpsDÏde ^*\ 



f-*i Si le mc^^ axa , au Uea de se rapprocher du petit, se r^psocbiit di 
^land axe, et lui devenait iffà, les onibilics se taplprocihéraieiit deux à. deux 
des soQuneti du petit axe , pour s'j réunir dans ce dernier, cas ; et alors il y 
aurùt eacore une infinité de lignes de conrbnr^ qui. paieraient par les double^ 
CHubilics ; alora ce seraient les lign» de moindre courbure, comme dansl'hypoth&se 
précédente. Enfin , ai les trois axes devenaient égaux, tout diamètre deviendrait 
le noTen axe ; toute indicatrice , drcùkitv ; par conséquent aiissi tout "point 
un ombŒc , et fonte ligne, ^one Ëgdè de çôurbnre :- àmû la surfaee devi^adr^ 
^ta lion vae sphère. ' -> .'.-•-■ 
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• MÉMOlÀÉ. Nous f^ons connaître arec une égale fiicilité le nombre , la 
position et la nature des omlùlics de rhyperbdoïde à deux nappes. 
On tronrera peut-être quelque simplicité dans ces déterminations 
géométriques d'éléments , où les calculs différentiel et iatégral 
avaient seuls conduit jusqu-ici. 

Récapitulons , enfin , la sérïe des Mts que nous rentms de par- 
conrir. Voici les Tarifés principale» qu'ofire la ferme des sur&cea 
à partir des points où les deux courbures derenant ég^es et Téqua- 
lion génÀ^ des lignes de coorborc prenant une forme ûadéter- 
minâ: , c'est Féquation da troinème degré aux diSëreucei ordinaires 

Q^^ qui remplace cette équation. 

I. Lorsque les points de la suriàce où les deux courlMireft sont 
légale», forment une Ëgnc courbe , eil chacim de ces points y y a 
trcôs lignes de coùrbuic ^ aaVoir : deux lignes de ccftubure du s^^ 
^me géùécal , et là li^iB unique des ooaii>ures égales. La courbe 
lie^ des centres de cette dccnière ligne , est précisément Finterseo 
tion des surfoces des centres de moindre et de plus grande conr> 
hoK. Aioà, les mrmùees d &* mr/hce dans toute l'étendue de 
ia limite des courhures ègaUs *e coupent consécutivement , et 
forment une surfaxx dépéhppahh : voilà pourquoi cette ligne 
est aussi une Ugne de cauriure. 

ïi. Lorsque les points où les deux courirares sont égales, sont 
^lés , fit par ccmaéqoent ea Boiahre fim , chacim d'eiu r^réseate 
une braB<^e eattère de la Ë^ des eomiiQres égales; les tai^mtes 
dé ces branches y deviennent imaginaires , et par conséquent en 
bombré pàîp : enfin , par chaque point il ne passe plus .qu'une seule 
ligne de courbure réeUé. Cette ligne unique appartient à la fois aux 
l^oup^; d,e8.1igtiçft de plus grande et de mcùndre courbure, de 
j^jffjkrpi'tp^tax n^ yrhantsiir elle , kHnfqu'on dépasse ce pcànt , on 
se porte des lignes de plus grande sur celles de moinâre courbiH«> 
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ou récîproqtieaneQt : tels sont les omfatlios de- l'elUp&oïde , fit de mM-MâBOiftr 
riij^crboloi'de elliptiqae. 

III. Enfin , dam les pointa ou le» denx courbores «ont égales, 
et pour léscpiels les codfitàents de l'équation ordinaire des lignes ' ^ 
de courbure ne dSireht que par des acteurs conetaqta ; ou , pour 
parler le langage de la géométrie , loraqile dernx des oiBbilics qaé nous 
venons d'examiner se réonissent en un sei^, une infinité de lignes 
de courbure TieBoeat se croiser à ce double om^c : tels sont 
les sommets des snrfiuxs de révoluliaa, des cÂneSi dies coquillages 
en spirale, etc 

ï>isons un mot maiatraïaDt de la sur&ce qui , dans chacun de ses 
points , présenterait le caractère copstànt à'«rbii' «es deux cowtj- 
bures égales. 

Rappeloos-Donsquele caracljèreoQTi8taiitdespoiiTts(;ul.)6uissÈnt 
de cette propriété , c'e^t que poor câiacun d^ilx l'indicatrice devient 
un cercle , et que la snrfiice -est osculéé dans toUs Tes sens par an« 
Bphére. On peut donc alors re^àgr là suiftoe préposée comme 
renveloppe par oiscolation , d'une sphérQ rariable de rajron , ou d'an 
rayon constant ; par ««lîMique'nt en cbfdqoe point ^indicatrice cir* 
cu/iurvsera entièrement st» Teavbtoppe et sur la «^liére envei 
loppée correspondante à ce poi^. Mois par 'la -tbéorK "des énre-' 
loppes, nous savons que la conrfoé de contact dé l*énvdoppe et 
de l'eûvèloppée , est à la fois sur deux enveloppées immédiatemeat 
consécutives. De plus , rinterseçtlon de deux àphères est toujours 
un cerde dont le centre est en ligue droite avec les centres des 
deux spliéres, et dont le plan est perpendiculaire à'cétle droite: 
Ainsi quand deux sphères ont un point commun sur ia droite qui 
joint leurs centres, il faut que le cercle de leur Intersection se ** 

réduise h ce point mùqoe qui est aoki centre, en qi^ettea ale&t 
à la fois tons leurs autres pDiiit8'eo«uxWBH,et 8oi«Dt par consé- 
quent identiques. 
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E. Mais quelle que soU la forme d'ane surface, ou peut toujours 
mener un plan infiniment près de chaque plan tangent , et qui coupe 
la surËtce suivant une ligne : cette ligne est l'indicatrice. Donc, par 
la nature même des sur&ces, cette ligne ne peut se rédoire for- 
cément à un point [ou à deux ^*^] , sans que la sur&ce enveloppe se 
réduise à une ligne seulement. Il n'y a donc que la sphère , parmi les 
surfaces , dont les deux courbures soient partout égales ; et les 
seules grandeurs graphiques qui puissent ensuite présenter géné- 
ralement cette propriété , sont les lignes courbes ou les surfaces 
dont l'aire est nulle. 

Ainsi, ce résultat extraordinaire aux yeux même du géomètre 
qui l'a reconnu et démontré le premier , se déduit simplement comme 
une conséquence d'une méthode uniforme et générale. 

On doit voir inaintenant arec quelle &cilité la considétation ile 
l'indicatrice nous Sut connaître toutes les propriétés de la forme 
des surÊtces. C'est qu'en efiet elle est, comme son nom rannonce , 
essentiellement propre à indiquer, à caracTériser la forme de la 
courbure des surfaces , à partir de chaque point; et elle conduira 
toujours aux solutions les plus simple»» â^iuaa la^ questions relatives 
h la courbure des sur&ces , en fournissant d'ailleurs immédiate- 
ment les équations, ou l'équation du second ordre. 
, Comme ces développements ont déjà pris une étendue que Ton 
trouvera peut-être disproportionnée avec le reste de cet ouvrage , 
nous ne pousserons pas {dus loin l'examen de la forme des sur- 
faces dans les cas slnguUers où il faudrait recourir à des équations 
{r') , (T"). ... du quatrième ordre , ou du cinquième , ou ï^u-delà. 
Nous les exposerons dans un Mémoire séparé. 



(*) Elle se réduit au système de detn points , parcs que l'équation de l'ii 
est du second degti : effcctÎTtment cela exige goe U nubce euvelc^pe se réduise k 
vue ligne courbe. 
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ARTICLE V. 

Paraîlèie des résultats de l'article précédeM , avec les résultats 
déjà connus. 

Je Tiens d'exposer mes idées sur les ombilics ; je me suis efibrcé 
de multiplier les preuves , de les vérifier par des exemples pour en 
augmenter autant qu'il était en moi la coQTÎction. Mais comme 
les résultats de l'article précédent offrent quelques légères dififê- 
rences avec ceux de Fauteur qui le premier nous a &àt connattre 
les points les plus remarquables de ceux dont nous nous occupons 
maintenant , nous croyons devoir rapporter les passages où ce 
grand géomètre 6*est occupé d'un tel sujet. Que si nous nous trom- 
pons dans nos doutes ^ nous dirons pour notre excuse , avec un 
Italien ingénieux : anche ilfallare dopo un tahtomaestro sarehbe 
hello. 

Nous allons d'abord rapporter te passage qui traite des ombilics 
en général ; nous verrons apr^ qaelies sont les appËcations qu'il 
a présentées. 

JJe la surface dont les deux rayons de courbure sont égaux 
entr'eux et dirigés du même côté. Art II , Analyse appliquée. 

Mopge. 

«c Avant de quitter les diËfêrences secondes, nous observerons 
» qu'en disant, pour abréger , 

7) {\'^q')r^ pqs = A, 
» (1 + 9*)* — i'î4= B, 
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» ce qui donne 

» A+D =A^*', 

»^g(A — D) = Ci+i»')B — Ci + g')C. 

> L*équation générale (E) ^**^ des lignes de courbure , qui devient 
» alors 

j> Brfy'-*- (A — D) dxtfy — 0&'= o, 

» produit deux valeurs de f ^ J qui ne <fiff&rent entr^eUes que par 
j» le radical V(A— D)"4-ABa 

» Or,.oe radical est le même <fm eéhà qui entre dans la valeur 
» du ni7<m àa courbure , c'«st-à-dtre , que la quantité 
» (A— D)M-4BC, ou (A+D)'— 4(AD— BC) est =*•— 4A«^ t*"J, 

(Voyez Mémoire précédent, art. III, $ II ; l'équation aux rayons de ccmrtnire 
donnée par Monge. ) 

t**J Crttt éçaation ÇEg b'bm «tre chue ^e aotce expiation 

ffWfl ftimgVt, en rapportait daiM le MéoUBM piécédûl , aos nlencs des tayndi 
^ uom b tw A cellcB d'.&]Ier et Monge , données par r^qwBSoa 

noits arona n qa'eUei Aerenriest idurtiqves . «a remeHaot ponr g , h, k léun 
Tftlenrs 

A la simple inspection de ces valeors , il est éyident que 

A4-D = (i + <r5r-3M*+Ci+pOt=A,- 
comme nons l'avions indiqué dans la note W cî-dessns, ^ 
MiUs par la définition même des graadeun A, S, C, O, 
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» ce qui est facile à rérifier. Hme, dans h snlftce dent noua ntm» ttt>' ménoibb. 
» occupons , et pour laquelle le radic^ est nul , les deux valeurs 
D de ^ relatives aux lignes de courbure , sont égales enti^elles. 
j> Donc, excepté les cas particuliers pour lesquels les trois quan- 
» tités B, C, A — D sont chacune égales à zéro, et ne déterminent 
» aucune valeur pour ^ , la sur&ce n*a pour chaque pcôat qu'une 
» seide ligne de ccnrbnre : ainsi tons les points sont des ombilics 
» anak^es à ceux que nous artMos remarqués être an nombre de 
7» quatre sur la snr&ce de FeUipeotde. IUcfa«Y±toiis d'ibofd les 
j> surfaces qui soot dans le cm dé Vexception. ..,■»' 

Ici , par une analyse infiniihent élégante » Mongâ démontre que 
la sphère est la seule sur&ce qui convienne à la coexistence de$ 
trois équations aux di£Eëreutielle» partidles du second ordre 

B=.o, Gsso, A. — Dafxo, 
lesquelles , comme il est évident à la seole inspection , ne sont 

AD = c(> + n*- - wO co + rt*- wl 

et 

BC= [(1 +9> — M'I CO +^-^0, 
on , en A^loppant ces deux jHYxiaits 

et 

prbduita dont la dilTérence est éyidemment 

AI>-BC = (i+p'+,')(rt-^), 
c'est-à-dire , ■ fi*. g ; donc 

(A + D)' — 4CAD-BC) = V — 4fiy. 

CTeat précuêment là partie de R placée soiù le radical ^ ce qui démontre te 
résultat arancé par Monge, . ^ . . . , 
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u^ MÉMOIRE, -autre chose que notre double équâtioo 

J 4-p' _w_ '+?' 
r s t ■ 

Monge arrive ensuite à cette obserration importante et qui lui 

est due, qu'il y a sur les sur&ces des poiiits par lesquels il ne 

passe qu'une seule ligne de courbure. Voici comment il s'exprime 

à ce sujet. • 

« Pour toute autre sur&ce de ce genre (du genre où les deux 

» courbures sont égales et dirigées du même câté), chaque point 

» œt ttn ombilic par lequel il ne passe qu'une seule ligne de cour- 

y> bure , et l'équation de cette ligue 

» Brf/'-+-(A— D)rfx(fjr— Crfx*=o 

x> étant un quarré pai^it , peut être remplacé par sa racine qnarrée , 

i> qui est inâi^:%nmient l'une des deux suivantes : 

» aBrfjy + ( A— D) dx = o , 

» aCtfy -f (A— D) dx = o, 

3> ou, remettant pour A, B, C, D, leurs râleurs, et chassant 

» r, s ,t, l'équation de Ja Ugno unique de courbure sera iudiffé- 

s remment 

» ^* = J [(i +S*) dp — pqdq-\, 

» OU 

T> équations qui , appartenant à une même courbe , peuvent être 
D regardées conmie équivalentes à celles de ses deux projections. » 
Four examiner avec attention cette théorie, considérons d'abord 
la surËtce de la sphère. Soit donc 

son équation. Peu tire immédiatement, par des dififêrentiations 
partielles successives , 
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a* »* rfy s* ■ 

*0Ù ; 

ensuite les coefficients diflfêrentiels da sçcond ordre, sont 
Donc enfin, ■■■'-.■■■>'■ .i 

X)onc iatissi, pour tous les points de la spUérc, on doit aroir 

c "~* *■ ^~ -■'^ ' 

Biais dés t[ife les deux ODiÉ'bu¥<e& d'une surËtceoourlM sont égales 
en un point, et dirigées du même c6té,- cette :«i^cê:e9t8U8cçptiblQ 
d'être en ce pcânt osculëe dans tous les sens par une sphère. 

D'ailleurs j3, q; r, s, t étant les coefficients différentiels partiels 
dttpremJi«a:;etdu8ecpnd<»nked'ai^sur&cecpielconqi^e, il Ëiadra, 
pour qu'un tel contact ait lieu, qu'on ait pour le p<nnt de ce contact, 

itssspf « — g; f='r, <r^s, t=s*j 

dmicaussi, dès qu'une surfoce sera dansun de ses points, suscep- 
tôble d'être osculée par une sphère, on aura les relations suivantes 
entre les coefficients du premier et du second ordre de la sur&ce 
générale ■ . . ; • : 

. - '+?* — es _ ^+g' 

résultat auquel nous étions déjà parvenus d'une manière directe. 

Si maintenant noi^ jetons les regards sur leQ quantités que 
Monge a désignées par A ^ fi, C^ D, nops verrons que la double 
équation précédente équivaut aux trois équations 

B ss= o, C = o, A — D = oj 

a3 
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m-* MÉMOIRE, car on à .; 

Donc l'équation (£) des tignes de courbure 

BcÇr 4- ( A — 1>} Afrfy — Ccfec' s= o , 
dans tous les cas . où les deux courbures deviennent ^fdes et 
dans le nulme Si^S ^ présentera nécesàaîremeot ^ sous la ftrme 
indétermioée - ; et ce oaractêre , an lieu d'être c^û de qudqueft 
cas particuliers, de qu^ques exceptions, sera au contraire le ca- 
ractère général et constant. 

' Onrie povnrapjtsdke non plus que 2e radical v'[(Â*--*I^Ni^Ç] 
^tajioidt; car la vraie fi»tne du radical est : 

On lié pexrt dwic pas non ptna en conclure qoe les deux racines «le 
réquation (E) deViferment égales entr^eïtes. Cette équation fournit tAùn 
une infiintë-dë racinesi- et pai'censéqueet rfan foynât^s aucune 
qui Swtdistinotf : eafiny pour troKTer dans c&cas la TAleur vÔFÎtabte 
de ^ , il ^ut )» traiter comme les quantités qui derienuent 
°. Or , on sait qu'au moyen de ^fiërentiationa succeasires » 
on finit toujours par reeoDnE^tFOHxtte^vnue raleor. C'est ainsi qu'on 
Terra dftns cbaff«« cas si ^ est réeUemént un rapport snscep^ 

tible d'une infii^té de grandeurs di^rentes, ou 6*il n'eet paS'Une 
Valeur particuHèi^ qui, en vertu' de ^ loi àà contindiVé, dtrire 
être regardée comme celle de la ligue courbe unique qtnpaase 
par ce point. . . ■ ^ - , ■. 
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Mais voyons en 6£fet ai , B, C, A— D étant nuls, Véqnation (E ) mm MÉMomB 
n'est pas de nature à pouToir présenter deux racines iné^es, sans 
que pour cela ^ devienne susceptible d'ane infinité de valeurs 
diffêrentes. ^ 

Que veulent dire les deux équations 

oBdy -f-(A— D) dx sa o, 
aCrfx — ( A — D) (fy =B o? 
Puisque nous avons dànontré que B, C, A — D sont forcément 
nais toutes le$ fois que les deux courbures deviennent égales et 
dirigées du même côté , ces équations auront liea sans doute ; mais 
«st-ce une rais<Hi pour en conclure que les deux racines de l'équation 

(E) , . . . Brfy • + ( A — D ) dx^y — Cdx* s= o - 

sont ' égales alors ? car même , sans parler des ombilics où se 
croisent une infinité de lignes de courbore , puisque Monge kia a 
placés dans le cas de I^zception , nous i^enrerons qu'il est des 
points oml>ific9 qui présentent encore leurs deux lignes de cour- 
bure séparées et à angle droit. Nous n'en offrirons qu'un seul 
exemple. 

Plaçons un premier cercle sur un plan horizontal, et supposons 
qu'un second cercle vertical , égal au premier et mobile , ait son centre 
sur cela-cl , en restant toujours parallèle au même plan verticaL 
Considérons un moment la surlàce qui résultera de cette génération. 
Nous pourrions également rendre fixe le cercle vertical , et &isant 
mouvoir horizontalement un cercle horizontal de manière à s'ap- 
puyer sur le premier , nous produirions encore la même surface. 
Suivant ces deux générations, le centre du cerde mobite décrit un 
cercle horizontal dans le premier cas, vertical dans le second; 
joignons les centres de ces cercles par une droite , elle sera pour la 
surfitce un véritable axe , et ses extrémités les deux sommets de la 
sur^ce. De plus, les cercles principaux qui passent parces sommets 
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iu>* HÉMOfltf. seront autant de lignes àe courbure de la surËice , et seront les 
seules lignes de courbure qui passent par les mêmes sommets. 

Cependant les cercles générateurs ayant tous même rayon , et ce 
rayon étant sur Taxe de la sur&ce au^eux sommets où les deux 
courbures sont dirigées du même côté , lerdeux centres de courbure 
se confondent : ces deux sommets sont donc deux ombilics , et dans 
ce cas, les deux racines de l'équation (E) ne pourront pas être 
regardées comme -égales. 

Au contraire , ces deux racines sont égales^au point où le cercle 
mobile devient tangent à l'un des cercles directeurs, parce qu'eibces 
points deux nappes se confondent en une seule, et présentent comme 
une espèce de tranchant ; alors les deux courbures sont tangentes 
à Tarête de ce trandiant , qu'on peut regarder comme un ptnnt 
singulier de rebroussemcnt 

Toici l'explication de ces anomalies : d'après la méthode de l'ar- 
ticle précédent, il feudrait dans ce cas-ci , par deux dîjSRîreiitiations 
successives, obtenir une équation ( f" ) dérivée de celle des lignes 

de courbure ; alors elle serait du quatrième degré en ^j et.d'abord 
comme les points où la sur&ce qui aons occupe a ses deux cour- 
bures égales , sont isolés sur cette sur&ce , l'équation (T') a néces- 
sairement deux racines imaginaires j mais les deux autres apparte- 
nant au système ordinaire des ligues de courbure , sei^t tou- 
jours réelles. Dans un cas, elles seront inégales, et nous trouvons 
en effet deux lignes de courbure distinctes j dans l'autre cas, les 
racines deviennent égales , et nous ne trouvons plus qu'une ligne 
de courbure. 

Suivrais maintenant l'auteur de la Géométrie analytique , dans 
l'exemple qu'il a présenté, des ombilics par lesquels il fie passe 
plus qu'une seule ligue de couii>ure. Voici ce qu'il dit à ce st^et 
dans son beau travail sur les lignes de courbure de l'ellipsoïde. 
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Des /ignés de courbure de t ellipsoïde j art P^. 

« Ces points vers lesquels les ellipses et les hyperboles (pro- 
y> jectioDS des lignes de cpurbure) touràentvtoutes leurs concavités, 
» sont les prc^ections de quatre points très-remarquables sur la 
7> surface courbe. ... Ce sont quatre ombilics autour desquels les 
» lignes des deux courbures sont pliées , toutes les unes d'un côté , 
» et toutes les autres du côté opposé. Ces lignes se resserrent à 
» mesure qu'elles en approchent, et dès qu'elles les atteignent, 
3> elles changent d'espèce. 

^ Art. IX. La plupart des autres sur&ces ont des olnbilics' ana^ 
Tt logues à ceux que nous avons remarqués sur celle de Tellip- 
t) soïde , et il est &clle de trouver leurs positions avant même que 
» d'avoir intégré l'équation des ligues de courbure.j car les ombi- 
y> lies sont les points dans lesquels les lignes des deux espèces de 
3» couibure se changent l'une en l'autre, et par conséquent pour 
yt diacun desquels les deux lignes de courbure ae ctMi&ndent Ces 
» points sont donc ceux pour. lesquels les deux valeurs de -^ 
3> que Ibumit Téquation générale des lignes de courbure , sont 
» égales entr'elles ; et l'on aura une relation entre leurs coordon- 
30 nées , en égalant à zéro le radical par lequel ces cteux valeurs 
» diffirent entr'elles. Faisons-en ^application au cas de rell5)soïHe, 
» pour lequel Téquation générale différentielle des lignes de cour- 
» bure est 

» Si , après avoir résolu cette équation du second d^ré algébrique, 
» on égale à zéro le radical, on aura 

» dont le premier membre est la somme de deux quarrés, et qui . 
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m»* HÉMOIBE. y> ne peut rien exprimer de réel , à moins qu'on n'égale à zéro la 
» racine de chacun de ces quarrés ; ce qui donne en même temps 
A tes deux éqoatione 

» «ry'=B o, 
t » 3C — Aj" — B =s o ; 

» mais la première de ces deux équations a elle-même deux fôc- 
» teurs qui pearent aroir lieu séparément : donc , nous arons 
» deus cas à considérer, i'. le cas où Von aurait en même temps 

» jj- = o et *■ — Ay' — B ^= o ; 
» a*, celui où l'on aurait en même temps 

> jc = o et «;' — Ay' — B sa o. 
» Le premier cas donne 

»jf = o et * = v/5= f^^^Sw 

D Ce sont les coordonnées que nous avons trouvées pour les pro- 
» jectioiis des ombilics sur le plan des x, y. 
» I^ second, cas dqime 

-. se =i o et ^ SB ^yC-T, ■ 

n (pli sont les cowdoniiées d'un poinjt imaginaire. Ainsi , il n'existe 
» pas sur la sur&ce d'autres ozabilics que ceux que nous avons 
» considérés. 

2> Nous aurons occasion, dans la suite, devoir des surfaces 
3) dont tous les points sont de semblables ombilics, n 

Je comiùenceraî par observer' que k prt^iété caractéristique 
et constante di^ ombilic? n'est pais 4'étre le point de passage d'une 
courbure à l'autre courbure. C'est déjà ce que nous avons, pu 
remarquer sur la sur&ce même de l'ellipso'ide. Lorsqu'on effet 

W a^ 9 ^c étant les trois axes, A=: ^ . -; ;, B = a*. "t^— t 
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deux axes «Bâèrent de moins eu moins , les ombilics se rapprochent lu» uëmoibb^ 
de plus en pbis du troisième axe ; et lorsqu'enân les deux premiiers. 
sont égaux , les ouJalics se rémûsamt deux à deux au stMumec 
de l'ellipsoïde, ak^ que nous ravons^it voir dans l'aiticle prér 
cèdent Cependant, de côté et d'autre de ce point, ies mémfes 
lignes de courbure restent toujours de la même espèce. Oc,. 
appellera-t-OD ombilics tous ces points singuliers, tant ^e les 
axes seront inégaux , et lorsqu'un point sera la réunion des (kux 
ombilics , derra-t-on pour cela cesser de l'appeler ombilio ? 11 nous 
sembte que d(mi. * * * 

Mous avons tu , d'àilleors , en pariant dt la suribce engendrée 
de deux manières par un cercle coustant, qu'aux points à la fois 
ombilics et sommets , il ne passe que deux li^es de courbure , 
et qu'en deçà comme au-delà de ces points , la même ligne con-; 
serre la même e^>éce de courbure, ^sqne la Àvite qui joint œs 
points , est un sis par rapport auquel toute la sorfiicQ est sfva^ 
trique. Ce n'est pas tout 

Il existe sur les surfiices des pointa où le» deux espèces de 
couiiïures se changent l'une àaae l^ntre, sans que le direction 
des lignes de l'une et de l'autre espèce devienne pour cela iden- 
tique , an contraire , ^te» restent tonjovs à jui^ë drpit ; et cettef- 
pr(^été est généralement cette de tovis les ptnnts de la ligne des 
conrbnres égales. > 

FourTérifiercettepr<^K»6iUon,plI(H»un fil sur la courbe d^nter- 
section dee deux sur&ces des centres ; fixons-le par une estré" 
mité , et tendons-le par l'autre qui vienne s'apfdiquet: sur la sur- 
Ëtce primitive. Ce fil présentCTa trois parties bien distinctes ; la 
première , c'est la portion de la courbe d'intersection le long de 
laquelle, il est plié ; la seconde , une portion de courbe des centres 
de plus grande courbure; la troisième, rcctitigne, est le rayon de 
plus grande courbure : de sorte qu'en prolongeant ce irayon'en 
deçà du centre de plus grande couribure j H Tient tondher la seconde 
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ma* MâaoïAE. surËice des centres: or ^ ce second point de contact est le centre de 
moindre courbure ou du plus grand rayon. Cela est évident. 
. A présent siq>posoo8 que je dérelof^ ce fil en suirant toujours 
la même ligne de courbure, Jusqu'à ce que j'atteigne la ligne des 
courbures ^ales, il est évident que les deux sur&ces des centiKS 
resteront respeotiTement, la première, celle des plus grandes, et 
la seconde, celle des moindres courbures. Mais en atteignant la 
ligne des courbures <%ales, si je veux suivre toujours la même 
ligne de courbure, le filse pliera sur la seconde sur&ce des centres, 
et son prolongement seulement viendra touchel^ la seconde partie 
de la courbe des centrés dont ce fil décrit la développante. 
. On voit donc que le plus petit rayon de courbure, au lieu d'avoir 
son centre sur la [»'emière sur&ce des ceiitresr, l'aura désormais 
sur la seconde; et, par cratséquent, lorsqu'en suivant toujours la 
même ligne de courbure , je traversai la ligne des courbures 
égales , je passerai de la ]dus grande à la moindre courbure, ou 
réciproquement. Or nous savons que dans ce passage les ligues 
des deux courbures restent à angle droit. Concluons enfin (pie le 
caractère de changer d'espèce ne suffit :pa8 pour exiger que les 
directions de plus grande et de moindre courbure deviennent iden- 
tiques aux points où les deux couiliures sont égales entr'elles. 

DéfinissoTis dojic généralement les ombilics , des points isolés 
où les deux courbures de la surface deviennent égales entr'elles. 

Voyons maintenant si, pour les ombilics de l'ellipsoïde, nous 
n'aurons pas encore entre les coefficients différentiels p, q; r, s> £ 
la double équation 

'+P' _/"7_i+g' 
-7 — ;— » 

qui,' suivant nous, est le caractère général et constant des points 

où les deux courbures sont égales : a>b>c étant les trois axes, 

f équation de l'ellipsoïde est 

i'c'x'tff' û'Cj" + a'b'z' = a*b*c\ 
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De là nous tirerons ' : - m>* héhoue. 

t*x c'y 

lorsque y=:o, c'est le cas des ojnbUics, 

'■=-ié?(*'--'">' *=-"?&*->'=°' É=-^/'ï'-*') 

Donc, dans le cas des ranhïlîcs .rédb, du Monge trouve y^ao, 
jllàudra qu'on ait ^ . 

'^^^'^h-^è^' .">" oV(i--a-+x-)-c*«'(<''.-*-)=o. 

Or quand j'^so, l'équation de l'ellipsoïde devient 

c*x* •{-a*z*'=.a'&] d'où a'z''=^<f{a' — se')- 

Donc l'équation ptiéeédeate, en divisant par c'(jï'.— «»), se réduit ,à 

- c'J" — a*+(a'— c*)x' = o, 
d'où on tire . 

C'est précisément la valeur de » qui correspond aux* points 
ombilics de l'exeniq^tU:. cité: La loi générale que nous avons assi- 
gnée, a donc encore lieu dans ce cas entre p, q-j r, $, t 

■ Mai^ que sont devenues les valeurs de ^=o? Ënvain l'éva- 

nouiss^ent du radical,. «'il a Ueu, me donnera 



* _ x*— Ay-— B 



puisque cette grandeur est =^, je n'apprendrai rien pour cela. 

Or, j'observe qu'en faisant y=-o, quel que soit * , le premier 
. et le dernier terme de l'équation./dea li^ies-decoiurbure. 

»4 
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m^ MfiMfUBfr s'érâuouissent : il reste donc alors 

|(«--Ar--B)=o. 

équation constamment satisËtite en Ëtisant ^=o. Cette denû^ 
équation est celle de la section plane principale feite dans la sur- 
Ëtce par le plan des x, y. Elle est donc une ligne de coui^ure dans 
'tonte 8(»i étendue, et quoique^sa tangente a'ofire sous la forme | au 
.poiat-cMabilic, c'est-à-dire, an point où /sssoetx*s=B,elle passe 
toujours par ce point, en vertu de la loi de continuité ^*\ 

, . Employons donc la méthode générale que nous Aycm exposée 

dans l'article précédent , et diffêrentions Téquation 

■ A^y^ + ICx^-A,"- B)-*r = o; . 

en regardant ^~comme constant, nous aurons 

(Ax| + A,)g+«|(,-Ar|)_,|-^=o, 

et ordonnant par rapport à ^ , il vient 

a»(|)'-a;(|)'+«i-/=o««.- . 

'(■*y Si l'on denfandàît quelle esl pour tou les points de U section principale 
^ = o , VanXre rslenr de ce Apport , on Tarait , en divisant pcr^y l'^natitni 

(pe ^ devrait Stre infinL 

WO Le géomètn'PaoU, l'un des hdmmes de llbdiie^ tiennent le pnmier 
jang àaoa les sciences mathématiques , en rertfyant ces obserralions qu'il ent 
U complaisance d'examiner aTec lef Mémoirea précédents , a bien Tonln fyin 
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Dès-â-présentl'obiserTe quecettééquatîon, lorsque j'^o, a pour niwHâionE. 
fîicteur ^ :=o. C'est le fectenr réel, c'est la direction unique des 
lignes de courbure. Ensuite, en disant 7==o, ordonnée des points 
ombilics, le fiicteur du se<»nd:de^ ^^^ derient 

Mais A = |; . ^i;;^ est toujours positif, puisque a>h'>c: donc 

le fecteur du sectmà. (legré qta appartient à la ^g^ des courbures 
égales est toujours, imaginaire. C'est aussi ce que noiis avions, 
démontré devoir être en^généralr • 

O,bserf0B8 enfin qu'en faisant x^o, ^ derâiit indjâtesnûné. 
dans Ax(^) +3i; = o; or 

donc as^b-j alors l'ellipsoïde est une sur&ce de- révolution, son 
sonunet est stu* Taxée des z, et lesomlMliesx=:o,\y=:o ne sont 
autre chose que les sommets mêmes de t'ellîpsoïde. 

ARTICLE tl. • 

Forme des sur/aces aux joints où les deux courbures sont 
égaies et dirigées en sens cfpbsé. 

Nous allons parler maintenant des points singuliers des sur&ces 
du les deux courbures sont égalesj mais dirigées en sens opposés. 

oe d^lt^pement qui doaiie 1m trois TAtean de -^ , «t me comiQiiqwy se* 

rSBexioDB dont j'ai beancoup proBté. Je me fais un devoir et amtont iiii plaisir 
de témcrignef au professeur Paoli toute ma reconnainince. 
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lu»* MÉMOIRE. Puisque les deux courbures sont opposées, l'indicatrice estnéces- 
sairemeut une hyperbole, etcomme les deux courbures sont égales ^ 
les quarrés des axes de l'hyperbole sont égaux , au signe près ; 
ainsi l'hyperbale indicatrice est équilatère. 

Or, dans Thyperbole équilatère , la somme des quarrés des dia- 
mètres conjugués est constamment égale à zéro : donc aussi la 
somme des rayons de se^ctions conjuguées est constammrat nulle , 
c'est-à-dire que les rayons de deux sections conjuguées sont tou- 
jours égaux, mais diriges en sens opposés : enfin la direction de 
deux diamètres conjugués est toujours symiétritpie par rapport à 
chaque asymptote. Il suit de là que dans le cas où l'indicatrice est 
une hyperbole équilatère, non-setilement la surfitce a ses courbures 
principales et exposées, égales, ainsi que les courbures de ses sections 
conjuguées j mais les sections dont la courbure est la même, sont 
dirigées symétriquement, par rapport aux deux asymptotes de 
l'indicatrice. Ainsi les deux axes et les deux asymptotes de l'indi- 
catrice sont tels, que quatre plans normaux dirigés un à un , sui- 
vant ces lignes , divisent la sur&ce en huit parties égales quatre 
à quatre et symétriques deux à deax. 

Maintenant puisque la somme des rayons des sections conjur 
guées est (Mém. précéd., art. III.) 

(i) . . . P + p= - • ii^î^sOrz^S^Ki+eOi ^ 

si cette somme est nulle , on a immédiatement 

Tdle est l'équation de condition propre aux points dont les deux 
courbures sont égales, mais dirigées en sens contraires. 

Nous venons de dire un mot des asymptotes de Tindicatrice ; 
la direction de ces lignes est extr^ement remarquable. Suivant 
cette direction, la courbure de la surËtce est nulle, puisque le 
rayon de la section normale, dirigée suivant elle, est infini. 
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Maintenant si nous supposons qu'en se plaçant sur une surface iu«* m£hoire; 
à courbures opposées , on veuille parcourir une ligne telle qu'en 
chacun de ses points elle ait pour tangente l'asymptote de l'indi- 
catrice appartenante à ce point; on formera de la sorte deux sys- 
tèmes de lignes courbes, et, dans le cas qui nous occupe, les 
Kgnes d'un premier système couperont partout, à angle droit, les , 
lignes de l'autre système : comme Je font entr'elles les lignes des 
deux courbures. 

Mats les lignes asymptotiques ont dans tous les cas un grand 
avantage sur les lignes de courbure ; car ces dernières se rencou- 
trant partout à angle droit , l'^gle sous lequel elles se coupent 
ne peut indiquer aucun rapport entre les courbures de la sucface. 
Il n'en est pas ainsi de l'angle formé par les lignes asymptotiqVs. Il 
est fecile de voir en effet que le rapport des deux rayons de 
courbure est une fonction uniquement dépendante de la grandeur 
de cet angle ^*^ * 

Ainsi la seule connaissance des ligues asymptotiques donnera 
immédiatement en chaque point le rapport des deux courbures de 
la surface. Cherchons donc l'équation de ces lignes. 

Reprenons pour «ela- l'équation (/) de l'indicatrice 

r(X— «)'+iM (X— X)(r-j) + t (r— ^)'= C, 

(*) Sment <• > C \/— 1 les axes de l'byperijole indicatrice ; j'ai de sttite 
- pour la tangente trigonométriqae de l'angle formé par l'aajmptote avec l'axs 
réel. De plus, lea deux rajons de courbure P et ^ doivent être tels que 
C 

P_7_P 

donc h rapport des rayons de courbure est exprimé par le cube de h tangente 
trigottométrique de l'ongle que fa^pnptote forme avec Posée réel 1 rapport facile.- 
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iu«i BiËMomE. qui appartient à l'hyperbole dés que rt~*i* est uégatiC Si je feîs 
la constante C=:o, Téquàtian {î) devient * 

c'est le système de deux lignes droites ; c'est la projection sur le 
plan des x, y des asymptotes de l'indicatrice. ^ maintenant on 
veut avoir l'équation différentielle des courbes asympttAiques , 
c'est-à-dire , des courbes qui partout ont pour tangentes de telles 
asymptotes, il suffira d'écrire tfy et dx au lieu de Y — j et 
X — X, dans cette dernière équation. Ainsi féquâtion des ligues 
asymptotiques est immédiatement 

rdx'-^asdxdy-i-^y'scso, 
équ^ron bien plus simple que celle des ligues de courbure. 

Observons en passant que 

rtfoe* + asdxdy + ft/y» =s o 
est la difiërentièUe complette de 

pJx -f. gdy = dz : 
donc d'z ^ o est l'équation des lignes as^ptotiques ; et comme 
c'est l'équation du plan tangent à la sUrËice , nous voyons , pre- 
mièrement , qu'en chaque point de la siH'Ëtca , le plan tangent la 
coupe suivant deux courbes distinctes , dont les tangentes sont 
précisément les asymptotes de l'indicatrice ; second^nent , que 
ces deux courbes sont chacune osculatrice d'une des lignes 
asymptotiques qui se croisent au même point. 

Appliquons ces généralités. Cherchons l'équation des lignes asymp- 
totiques des surfaces du second degré dont les deux courbures sont 
en sens opposés. Prenons les valeurs que nous avons trouvées 
(art. précédent) pour />, g; r, *, Z ; quoiqu'eUes appartiennent à 
l'ellipsoïde , en changeant le signe de 6* ou de c*, elles appartien» 
drout de suite à l'hyperboloïde hyperbolique. . -, 
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^} 1U<M HÉMOIBB. 

On a donc pour é^iation des lignes asymptotiques ^ 

C^'— jK*) dx-i- axydxdy -^ (a* — *') dy*=iOi 
d'où je tire immédiatement 

3x flf— X» t^ — 3^ '- 

Or , Véquation de la sur&ce du second degré est y par hypothèse , 

i'c**' H- a'c*j'' 4- a'b'z' = a'i'c' ; 
donc ^ 

Kous supposerons un seul axe c im^tginaire et nous aurons 

Donc, enfin 



i*»'-!- ay — a-b* a= ^.i'. 



. o4 

Maintenant fobserve que réqaati<m du plan tangent à la sur- 
&ce du second degré est 

h^c*Xx -h av Yy -^a*h*Zz = o'Vc'j 
Mettant Téquation précédente sous la ibnne 

* . c6 



tfoù y=j'- ^_; .(x-x). 

Substhoant cette valeur dans Téquation da pkn tangent , pour 
ayoïr l'autre projection de l'asTmptote , j'ai 

± — « 
<fi'Zi+i'<fXx+.a-t?y—a'e.y.-^^^.(X—x)=felw.. 
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«i«« MÉMOIBE. Or, j'observe que si dans cette équation je feis X— X, 'Z=^% 
<;'est-à-dire , si je me suppose à la fois sur l'asymptote et sur 
la sur&ce , j'ai . ' • , 

Donc l'asymptote est tout entière sur la surface , et n'est , autre 
chose que la ligue asymptotique. 

Par chaque point (Tune suiiàce du second degré , dont les deux 
courhuressont opposées, passent donc toujours deux lignes asjmp- 
totiques rectilîgnes, tout entières sur la surËice-j «t l'angle de ces 
lignes lait immédiatement connaître le rapport des deux courbures 
de la surfece. 

Nous reyiendrons ailleurs sur ce sujet; nous ferons connaitre 
les lignes asymptotiques de quelques genres de surfaces, où elles 
s'offrent d'une maqière remarquable : en&i , nçtus trouverons pour 
les surfaces dont les deux courbures sont dans le même sens, un 
système de lignes , comme celui-ci , différent des lignes de cour- 
bure , mais symétriquement placé par rapport à ce dernier ; et tel 
que l'angle des lignes do différent système fèra toujours connaître^ 
de la même manière,' le rapport' des deux courbures de la sur- 
face t*ï : c'est le système des lignes constamment tangentes aux 
diamètres conjugués égaux de riiidicati"ice; 

Proposons-nous maintenant de trouver la condition pour que 
les deux lignes asymptotiques se croisent à angle droit ^est-à- 

(*> Si l'on nomme « et C les deux axes de l'ellipse indicatrice ; - sera la 
tangente trigonométrique de l'angle formé par les diamètres conjugués égaux 



réanltat, comme on voit, analogue à celui donné par les lignes asymptotiques, 
lorscpie l'indicatrice est hyperbolique , et par conséquent les deux courbures ea 
«ens opposés. 
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dire, poorqiie ks dois oaiiitwe»/4« b sw&ç« ^ieot.é^!4^/«tqi~ii£M0iiffi. 
opposée^. ,'. 
A cet effet, fiusons, pour la première ligne asymptotique, 

pour k seconde ligoti es jmptotiqile ; nous aurons d'^diord 
•"''■■■ rÀç'4-"wdaei?y4^irfj''i=±o',-' -'^ ■■'■<■.■ y 

^ les deçx racines de ^ , tiréett de cette équation , doof^erom 
simuItanémeDt X' et h". Donti, premiércmeat A'A" se C. 
Les ligbes asymptotiques se £rigeai^t sur le plan tangent^ on a 

valeur qui, substituée dans l'^équatlôn dès lignes as^niptotî^es, 
donne, en ordonnant les termes, . 

or, yit' et ^"''sont ïeb deux Tacines ^ de cette^écpiation t' dohc 

Mais les deux figoes asTioptptîqaes ae coap^:<n4 .^Tid^mnenf 
à angle droit dès qu'on aura , ' - 

donc^enfin, ' . ' 

i+^ + ^^'7'+P'^ =.o, ou '{i+^)r-2pqs-h(i-H>')tP=o- 

C'est prétisément l'équation de condition que nous avions tirée de 
la coinpamidon ^ës rayons' de cï)urt)ur& Nous AtHions pu nous 
dbpeoser d'y parvenir uns -seconde fois» mais codune l'artifice de 
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tu»* MÉMOIRE. cbkfiA qné nous arons - empIoTé ptyùr cda, pent être nlile, et 
semble assez ingénieux, nous avons cru devoir Yf^nt ict 

ARTICLE VIL 

Ves surfaces dont la courbure Jouit d'un caractère conttarU 
dans chacun de leurs points. 

Nous TOions d'examiner suecessirement à quelles con^tïons 
peuvent être attachera les formée direi^s dont sont 8U8cept3)les 
les sur&ces, dans leurs point» pris isolément Biais on peat ausd 
Vouloir considérer deis surfiices qui présentent dans toute leur 
étendue chacun des caractères que nous avons reconnus pouvoir 
appartenir à quelques-uns de leurs points. On va voir que par la. 
simple dififêrence du point de vue sous lequel bn envisagera les 
ëquationsr de condition que note ont donné , ppur' des p<»hts isolés , 
ces dififêrents caractères, les mêmes équations seront , . ou seule- 
ment celles de quelques points particuliers et reniarqu£d>les des 
sur&ces, ou les équations générales ( aux diâërentielles paitîellès) 
des fàmiUes de surfaces dont tous les poiats iouissent âû caractère 
ia4i!<Fidu«4qa'e^i'ûii^.pi^ù^Uvemeat cette .équatio^^ 

PREMIÈRE CLASSE. 

* Suifaees à i^urbures dirigées dans le même sens. 

Nous avons vu que les deux courbures d'âne flur&ce quelconque 
sont, en un de ses poiats, dirigées dans le même'sens ou en sens 
opposés, suivant que pour ce point rt — s* est positif ou négatif. 
-En faisant donc . . 

« par les valeurs dont ;v, y, z. sont sosçeptiMes., en vertu de 
l'éqtution :géQânde de la sorlKice, E ne peut jamais changer de 
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s'^ne , la surfooe aura dans toro 868 pdii^ le même genre de iii«» isÉMOiae 
courbure. CiSs deux comi>iires seront parttMl dirigées dans le 
même sens , n le 8%De constant de F est posftif, tandis qu'eues 
seront partout dirigées «n sens oppo&és , ^ le signe constant de F 
est négatif. Les ftwfàces da second degré jouissent toutes de ce 
caractère ; pour une inéiàe -surÊtce de ce geûre , t" on rt— j" est 
toujours positif ou toujoura négatif; c'est oe qu'on pourrait iémonWei' 
iminédi&tenwnt par la sin^e transformfittioa deà caordontieés, oa 
mieux encwe par rinspeetion de l'incKcatriCe. (Voyez Tart. XX de 
ce MénncHre). Voilà pourquoi les dor^ces du secoiid degré présentent 
dans tous leurs pdintd leurs deux coufbares dirigées à la fois dans le 
même sois comme pour TellipsOÏde , le pai«kboloïde et lliyperboloïde 
«lliptiques ; ou constamment en sens contraâres,Ciomme pour le para- 
boloïde et Hiypetintloïde hyperboliques. Enfin, le caraïltéte géomé- 
trique de^ 6ui^K}«3 pour lesquelles F .a toU)onrB le même sfgne y 
c'est qite pour «ms leurs pmnts , lludicâtiîce e«t coftstànùnént une 
eUipse ou constamment une hyperbole. 

Mais si F est susceptible de cbanger de signe , alors dans une 
partie des points de la surËtce , les courbures sont dans le même Sens, 
et pour tous les autres points , elles sont en seùs dontràîres; dans' 
ce cas, la surfece F(i*,_y,z) s= o,ou celle ~^i -=o tra- 
ceront sur la primitive une courï)e qui sera sur ceHe-ci la ligne 
de démarcation des points a courbures dans le même sens, d'avec; 
ceux à courbures en sens opposés. Remarquons que dans toute 
l'étendue de cette ligne , i*. F ou rt — j' étant nul , la sur&ce con- 
fondra sa forme avec ceUe deS sur&ces développables j c'est-à- 
dire, que la suite des tangentes conjuguéeis aux tangentes de cette 
courbe, formera une surfece dévéloppàble. Offrons un exemple 
de ce genre de sui^ces.- Supposons qu'une spbëre constante de 
rayon se meuve de manière que son centre décrive une courfce 
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m». MÉMOIRE, plane , l'enveloppe de l'espace parcouru par cette sphère Sera 
telle , qu'une partie de la surfitce aura ses deux courbures dans le 
même sens, l'autre ses deux courbures en sens contraires ^ et si 
l'on conçoit qç'un diamètre toujours perpendiculaire au plan Ueu 
des centres , suive dans son mouvement la sphère génératrice , 
il tracera sur l'enveloppe la ligne de démarcatioD pour laquelle 
rt — £' est constamment égal à zéro; cela posé, tous les points 
de la surÊtce , placés du côté de la convexité de cette ligne , ont 
leurs courbures dirigées dans le même sens , et les autres en sens 
contraires. Enfin , toutes les tangentes conjuguées à cette ligne sont 
éridenunent placées dans un plan imique, celui de la ligne de dé- 
marcation , partout tangent à i'envèl(^pe. Ces tangentes coi^ugaées 
forment donc une surËtce dévelc^pable. 

s*. Dans le cas où rt —«*, au lieii de devenir nol, devient infini, 
la ligne de démarcation confond la forme de la sur&ce avec celle 
d'une courbe , et la courbure de la sur&ce est infinie. Dans toute la 

limite marquée par 

1 I 

rf~*'-^î'\^,y, -) — °' 

elle serait osculée par la ligne dé démarcation, et cette ligne 
appartiendrait tout entière à la sur&ce des centres de courbure : 
elle serait donc généralement, pour cette sur&ce, une véritable 
arête de rebroussement ou une ligne d'inflexion. 

Si non-seulement les deux courbures de la surface devaient par- 
tout être dirigées dans le même sens , mais qu'en chaque ptmt les 
deux rayons de courbure dussent être 4gaw , cette seconde con- 
dition pourrait être exprimée ou par une équation unique 

ou par le système de deux équations 
Or , chacune des équations ê=o , /s= o étant à elle seule propre 
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à caractériser toute une femille de surfecea, leur système, ou ne ui»' 
représente plus que la suite des intersections des surlàces des deux 
familles qui leur appartiennent, ou seulement le genre particulier 
de surfaces pour lesquelles les fonctions arbitraires des intégrales 
seraieM' çlunsies de manière à satis&ire à ces deux équations 
diSëreutielles partielles. 

Dans ce dernier cas on trouverait que les sphères sont la seule 
espèce de surËices susceptibles de satisfdire à la foi^ , et généralement j 
à ces deux équations. 

Mais si Ton veut seulement tracer sur une sur&çe donnée la 
ligne où les deux courbures sont égales , on fera coexister l'équa- 
tion F:^ G avec l'équation prinvtive , ou , ce qui revient au même , 
réquation primitive avec les deux équations f=o et /= o. Alors 
on trouvera , ou une ligne continue , c'est celle des courbures égales; 
ou des points isolés, ce seront autant d'ombijics de la surËtce. 

Toujours dans ITïypodièse où les deux courbures sont dans le 
même sens , si Ton voulait que les deux courbures fussent entra 
elles dans un rapport quelconque , ou que l'un des rayons fût cons- 
tant , etc. j ou que les directions des deux lignes de courbure eussent 
une relation toujours la même ; au moyen des équations que noua 
avons données et qui font connaître ces éléments et leurs rapports, 
après avoir trouvé la condition pour im point seulement , en l'éten- 
dant à tous les points de la surfece, oi^ formera d'abord autâbt de 
Ëtmilles distinctes et toutes revêtues du caractère particulier que 
Ton considère. Ensuite , sur les sur&ces d'une autre génération , 
on reconnaîtr» les lignes continues , ou les points isolés qui satis- 
font à ces conditions étrangères , eil combinant l'équation, qui pré- 
sente chacune de ces conditions, avec celle du genre dont on s'occupe. 

Et comme cette marche est génâi'ale, quel que soit le sens des deux 
courbures , nous ne la suivrons pas de noaveaù daus: ce qiM nou4 
resteàdire^maisnousenièrons voir l'esprit par <^elqucsapplic^tion^ 
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SECONDE CLASSE. 

Surfaces à -couTirures en sens opposés. 

N0U6 avoBS vu déjà que le cu^tère de oette dasae cet4*aT0ir 
rt— 5'=F(x,^, z) 
constamment négatif, il fondra donc qu'en combinant soit F^o, 
soit p- = o, avec l'équation de la surfece même , on oe trouve que des 
résultats imaginaires ; teUe est la coddition générale -qui appartient 
aussi à la classe qui noos occupe maintenant. 

Si de plus (m voulait que les rayons flissent égaux ctitf'eux en 
chaque, punt ; puisque Uucondition ^ ceUft égîdité pour uu point 
unique est donnée par l'équation 

ftôsant 

' (i+Ç')''— VÎ«+(i+3')«= A(frf./(x,_y,a)=o, 

f= o serait l'équation générale de cette Ëunille de surfaces. Jusqu'à 
présent on n*a pas pu obtenir cette équation intég^f^e , et l'on ne 
sait encore fonner les surfeces qu'elle représente, que par apjarosi- 
mation; en la composant successivement de zones infinimoit pe- 
tites , revêtues chacune du caractère d'avoir leurs courbures 
opposées et égalesi. ^'observe en passant que la vis rectangulaire 
est une de ces surfaces. 

Si maintenant, sur tme sur&ce quelconque noqi voulions re- 
connaître la série des points où les deux courbures opposées sont 
égales , substituant dans 

C» +3') ï"— apîS-f-( 1 4-3') *= o, 
pour j7 , 9 , r , £ , t leurs valeurs en x,jf,Sf tirées de l'équation 
de la surfece que Fou considère, cette équation particnlanseraic 
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la conrbe que Ton considère et la ferait coanahre. Nous i^>8erre>- m— mémoise. 
rons , au reste, qu'en général cette ligne des courbures* égales , 
coDune celle des suriàces de la clawe préeédeote, divise les lignes 
de courbure en deux parties, de manière que pour chaque ligue, 
une partie appartient à la direction de la plos grande o^urbure , 
Tautre à la direction de la moindre courbure. 

mOISIÉME CLASSE. 
Surfaces à simple courbure. 

Les surfaces des deux classes précédentes présentent deux' 
courbures bien distinctes à partir de diacun de leurs points. Mais 
si Ton voulait qu'une de ces courbures fiît nulle ou fàt infinie dans 
tous les points , à la rigueur la surËice n'aurait plus qu'une seule cour- 
bure. Supposons d'abord qu'une des deux courbures doive être 
constamment nulle; toutes les lignes de cette couri)ure devront 
partout être oscutées par leurs tangentes ; il faut donc que chacune 
se confonde avec sa tangent^ , et soit par conséquent rectiligne. 
Mais deux tangentes consécutives, parties des pointa d'une ligne 
de seconde courbure, doivent , comme nous savons , se rencon- 
trer. Donc , enfin , toutes les lignes de la courbure nulle forment 
lyw. surËtce dévelt^ipalîle : c'est [M'écisémeet la classe de surfaces 
que nous considérons. Maintenant, j'<Aserve*que pour que la cour- 
bure soit nalle; il Ëiudra ^e 

rt— ^:=A(/rf.F (*, ^,z)=o 
soit féquation différentielle seconde d& la'surfoce F= o. C'est en 
efièt l'équation dee siar&ces développables. U est inutOe d'ajouter 
cofioment on trouverait sur une surËice quelconque, la série des 
pwnts où sa forme-devient dévelo^Mble ; nous l'avons dit en pariant 
de la première clerae des surÊtces. 

Si les deux courbures devaient être nulles à k lois , non-seulc- 
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nia^M^oiRE. ment rt—s* devrait être ^al à zéro /mais tes deux courbures 
étant égales alors, et pouvant être arbitrairement considérées 
comme dirigées en sens opposés ,' ou dans le même sens , il fhudrait 
qu'on eût aussi 

'+P' _W _ ' + ■?' 
r s t * 

et {i+p'')r — 3pqs-\-(i-hq')t=o. 

Or, la coexistence des deux premières et de rt— i*=s= o, condui- 
rait à ce résultat imaginaire , 

il &ut donc alors que r, s, t soient nuls , pour que rt ^— ^*, 
s'évanouisse de lui-même, alors les quantités 

pq o' pq o 

leisseront p elq susceptibles de toutes les valeurs possibles. Donc 
dans les sur&ces dont la courbure est partout nulle , il Ëiut qu'on ait 

r=o, j = o, f=o, 
équations qui donnent, aux difiërenuelles partlelleâ dn premier ordre, 
pissiu, ^=è, et pour intégrée complette zi=ax-{-by-\-c', 
Cy b, c étant des constgiftes arbitraires; Cest l'équation du plan > 
ce que nous savions devoir être , à priori. 

Si l'on veut obtenir les points d'une sur&ce quelconque où les 
deux courbures sont nulles à la fois , on fera 

r=F(*,^,z) = 0, *=:/(*, ^,z) = 0, ï=:f(*,J',z) = 0. 

£t si ces trois équations, peuvent donner des Taleprs de x, y, z 
qui satis&ssent à l'équation de la .sur&ce primitive , les points cor- - 
respondants à ces coordonnées seront ceux où les deux courbures 
seront nulles , et à partir desquels la surfiice sara osculée pqr un 
plaa 4aus {outes les directions possibles. 
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Supposons maintenant qu'une des courbures doive être cous- m^ mémoire. 
tamment infinie , et par conséquent son rayon toujours nul ; la 
grandeur graphique qui pourra satis&ire à cette condition, ne 
sera plus une surËtce , mais une ligne. En efièt , il feudraît qu'en 
général Pp= ,^^ > produit des rayons de courbure, fut nul 
pour tons les pioints de la snr&ce. L'écpiation zr~^ ^ o^**> devrait 
avoir lieu constamment ; donc il &udrait qu'une fonction de x , ^ , z 
fût infinie pour toutes les valeurs possibles de x, ^, z, ce qui 
est absurde j car il' fendrait supposer qu'un facteur étranger à 
X ,y,z et infini , entrât dans cette équation , et par consécpient 
dans, r , f ou t Or, t^est ce qui ne se peut que par l'évanouisse- 
ment de quelques radicaux, et dans des cas particuliers. Donc 
il faudra regarder simplement l'équation - J_ . =: o comme celle 

d'une couii>e qui , sur les surfoces , trace la ligne des courbures 
infinies : résultat où nous étions déjà parvenus en parlant de la 
première classe des surËices. 

% les deux rayons de courbure devaient être nids à la fois > 
on aurait de plus 

les valeurs de x,y yZ appartenant à la grandeur graphique cher- 
chée devraient donc à la fois satisfiiire aux trois équaticms. 

F(x,^,z) = o, PH-p = o, Pp=o; 
Donc elles ne pourraient appartenir qu'à des points isolés sur des 
surfitces quelconques. D'un autre câté, le point est la seule 
grandeur graphique qui , considérée dans sa généralité , ne présente 
qu'une couii>are nulle dans tous les sens ; c'est une e^^reesion 
de la nullité de ses dimensions. 

l«) Nous ae parions pas dncw où •=: {^T+pl+^=io-, il est impowibla. ' 

36 
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^ ARTICLE VIII. 

application des principes précédents àja recherche des rayons 
de courbure des surfaces du second degré. 

Avant de terminer ce que nous avons à dire bot 1a compare 
des sur&ces , consiilérëe à partir d'un point unique , nous allons 
présenter la valeur générale du rayon de courbure des sur&ces 
du second degré , ce qui nous donnera le moyen de feire con- 
naître quelques propriétés de la courbure des surËtces de ce genre. 
On pourra d'ailleurs regarder cet article comme le complément 
des recherches de Monge sur la courbure de rell^>soïde ; puisque 
ce géomètre n'a considéré que les lignes de courbure, et ne s'est 
pas occupé des rayons de la suriâce. 

Lorsqu'on examine Téquation générale aux raycns de courîiure 
des sur&ces 

équation qui résolue par rapport à R , donne 

On conçoit que quand j9 , ^ , r, ^ et £ ne sont pas des fonctions 
' de X, j' , z extrêmement simples, cette valeur doit devenir d'une 
complication eSrajante. 

Cependant, quelquefois, par des transfonnatioos heureuses, on 
peut obtenir, pour les rayons de courbure, des expressions d'une 
élégance inattendue. C'est ce dont les surËices du second degré 
Tout BOUS ofirir un exemple remarquable. 
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£n ^iirttiaBt pdilr origiDe d^ coorâonsées le centre de U sur- ia«* HÊMOiai^ 
&ce , elle a pour éqiiatioa 

Mettons d'abord celte équafTon sous la forme snirantê , 

et représentons a% 5', c' par *, C, y. 

Si par deux différentiations partielles successiTles , iionà cberchom 
les coeflQcieuts du preuùer et du second Qrdre de cette équation , 
ils seront. 

Pour- le premier or4re , * . .. 

— -cpsss— -.-I U^D» — i4-2L 

d'où \ pq= g. 2 

ce qot donne encûre ':•■'' 
Passant ensuite «u second ordre , 



''^ = ' = -5b('— *■)] 



(*} En eff«t, ji dani rt— «*, noô* owttoiw pourr, s. f hue» ^ti\mn que noiu ^ 
TenoDa de trOQTer, nous «nroiu . , 



Or, il est évident qu« 
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(iiwiitoOiftE; K iions combiaoïis ces râleurs arec les précédentes, il yiendni 

. J'observe maintenant qu'en prenant dans les seconds membres tout 
ce qui multipHe + . i Tu 

Enfin au moyen de Téquation ^^V cette ràteor se réduit à 

quantité qui , multipliée par ^ , se réduit eUe-m&ae « y^-x*. 
Amsi. 

(.1+J7') /- apyi-f- (1+ 5") r=- ;^ [(«-K+>')-(»4:r-K')] ^ 
mais d'ailleurs . 

donc aussi , 

r«ii TOtn de l'équtioD f î > | ; donc enfin , , 
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0±Jt±£Z = ^^(^ + ^^^. . . "-»*«»"• 

Donc , enfin , la valeur des rayons de couiinire .des sni&pes 'da 
«econd degré, est donnée en fonction des ir<HS-axes et det trois 
coordonnées d'un point quelconque par cette éqoa^on : ' . 



»=vf^T^x 



oabien, sn remettant jçoor «,«,> leurs Taleurs a", **,<!% 

Euler f dans son Mémoire où 1^ premier 11 a fiiit connaître les 
propriétés principales de la courbure des surfecea, a donné la 
valeur du rayon des section normaies de Fellipsaïde. H prrâd 
pour équation de cette surËice , 

et il obtient une valeur qui, développée, a pour numérateur 

[û'—m(i —m)*'— "n (i —«})'']• (m'**+ny), 
et pour dénonânatenr , 

iz'(m'x'4-rt'^ycos?'— mn (m — »)**>• co«^ 
— ajttn( m — n) xyz s/a'—m (i — m) «'— n (x— n) yain ^ cos p 
■+• wn [a' — m,{\ — m)*'— n(i — n) j''](m3t'-f-nf')5in^\ 

n Êudrait donc dî^rentiér cefté'valéur par rapport à f , égaler 
à zéro cette différentielle, et chasser f au moyea.de cette, noo- 
T^ équatitHi j. la doidrie valeuif de K-^u'oo obtiendrait alors , serait 
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celle des detr^ i:ajoiis de courbure de la sur&ce ^ mais cela jett&> 

rait dans un t^Icul ImmeDae. 

l'Oa pànnraàt'pKrcMr au ^âme résuUat.par une- v<m peut-éb« 

^Im <riih{Ae .et.pkM.capidea^,ep disant U5ag& des propriétés dont 

jouissent Ies<iaf^BaaftidsjPfl!fi¥)>ure:dps sur&(^ du,aeepnd dcaré. 

Rappelons-nous le moyen de décrire ces surfaces, que nous 
avons rapporté page 32 , Et concevoiil ^'oa point x,^ ^z étant 
. pris sur la surface, on mène, i\ les deux axes. IX, D''dç la. sec- 
tion' disànétrale paraUele'au plan laugiÀit en x^y^ZiS*. ces deo^ 
axes jetant çegdrdés-cqnune deux prçmiières directrices^ supposons 
qu'on détermine la troisième directrice A qui , avec elles , Tàrme 
un système de directrieee {H*opre à ta -description de la surlàce. 

IVouâ'armis démontfé, page^ 33, que les deux rayous de cour- 
. bure au point jc, jr , z , onT TespcctiTËQ]F^t pour ^treeeioa 

:.-< " I ■ ■ -. ■ .. ç;v ' »"■ - ■. r •. . 

.: r ' ' '-"'.'Ai -ffv,.-.,.. .- , . . ■ ■■ 

De ]riusj dans le Mémoire où nous avons 'Ëùtcïonnahre ce 
mode de description, nous avons démontré que le produit des 
trois directrices d'un même système est constant î>our la même 
surface, et égal au produit des trois axes. Nous aurons donc 
d'abord ■ ' ' ' ; ■ • > ; ■ ■ ' ■ . • ' • > 

Ensuite le diamètre D , mené de Torigine au point x^y", z étant, 
par notre construction même , conjugué aux uces- &y W àm \k 
section diamétrale, bous avon»- &it ^oir aussi jçpie la ^mme des 
quarrés de ces Qrcns diamétrts est égale à. la somme des cpiarrcs 
des trois 4xes; donc , , 1_ . 

p» conséquent, 

p"+iD- = a'— D*; tous tiMsf''^^^: 
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Donc anssî , par la théorie des équations du second degré , m^ ji&Kcmf 

D'., iy'. = _51=21±/(ï=£!)--|. 

TeUe sera donc la valeur des deux rayons de courbure en divisant 
tout par A. 
Or , D étant la distance du point x , ^, z à l'origine , 

de plus, 

Enfin j A étant la distance de rorigine au plan tangent de la suT" 
. &ce en XtytZt^t Téquatiou de ce plan étant 

* S y 
D'après les ibmuiles connues (Monge, Gcom. Analyt; pa^ ix)i 

Substituant ces valeurs dans Téquatioa que nous venons d'pbteniTi 
il vient 



R-v/?-^"^+?x 



C'est précisément l'équation que nous avons obtenue déjà. Mais 
celte dernière méthode réunit à Tarantage d'une très-grande sjoi- 
plicité, celui de nous apprendre ce que signifient toutes les 
grandeurs graphiques représentées par cette équation. Or, quand 
on veut bien connaître la science de l'étendue , il &ut pouvoir 
exprimer, il fêiut exprimer toujours, et par l'analyse, ce qu'on a 
conçu par la géométrie; et par la géométrie, les résultats, le» 
irao^^nnations mêmes 4e l'analyse. - 
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lU** HÉMOUE. 

ARTICLE IX. 

PropriéUs générales de la courbure des surfaces du secoTid degré. 

Avant de déduire des valeurs trouvées dans l'article précédent, 
les propriétés des sorfiices du second degré qui doivent Ëiire le 
sujet de cet article , nou& commencerons par observer que 



étant susceptible d'appartenir , sans exception , à toutes les classes 
de suTËices du second degré y toutes les valeurs , tous le» résultats 
conclus généralement de cette équation, appartiennent également 
à toutes les classes de cette ËmiiUe de sur&ces , même aux para- 
boloï^.qui pourtant n'oot pas de centre. (Yojez la notel.) . 

Actuellement, voyons qaelle est l'équation de l'indicatrice, dont 
la forme générale est 

(*■).... r(X-*)'+a5(X-*)CT-j') + nY-j')'=C. 
Si nous substituons ponr r, j, f les trois râleurs que nous avons 
trouvées y en supprimant d'ailleurs le &cteur constant — ^^ 

commou à ces trois coefficients , nous aurons simplement pour 
l'indicatrice des sur&ces du second degré (puisque flt=a%f =:&*), 

Si je cherchais les axes de cette couri» , donnés par l'équation 
(UffêreQtielle de l'indicatrice , et par cette équation de condition 

(X— x)rfX4-(Y— ^)<n'+(Z — z)rfZ=o, 
je trouverais immédiatement , en chassant d!Z, une éqviation en 
^ ( vojes l'article U de ce Mémoire) , qui serait celle des lignes 
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âe coorlHire td^ que l'a âoimée Moiige : U est ^onc inutile de ni» mémoire. 
le faire. . , 

En considérant l'éijaation (^), j'observe qu'elle ne contient ni z, 
ni le troisième axe cj de là je conclus ce premier théorème.: 

Tbutes les surfaces du second degré qui ont deux axes a 
et b des Xj j identiques, sont telles qu'en projetant les indir* 
catrices de leur courbure sur le plan des axes idejttîques > cef 
prqjections sont pareillement identiques, quel que soit pour 
chaque surface le troisième axe c. 

Dans la note II , nous verrons cette même propriété [Hreadre une 
extension plas grande encore pour toiis les paraboloides. . 

Afaintcnant, nous allons recourir à l'équation de l'indicatrice pour 
classer les sur&ces du second degré , et par son moyen , on va voir 
que nous allons atteindre ce but de la nianière la plus umple. 

Nous supposerons constamment a* > 6* > c*. Cela posé, si âoos 
considérons la valeur donnée dans Tartii^e précédent^ pour la 
quantité dont dépend la nature de l'indicatrice 

rt— s'= -, , ^n- _ ^ . ^^. 

- Nous verrons que ^=-7 étant nécessairement positif ponr tous 
les poLQts de la surface, et le second Ëtcteur ~f- == ^t.v ne coiite- 

.nant ni x , ni ^ , ni z , il conservera le même signe aussi pour tous 

^ les points de la même surfiice. D'où résulte ce second théorème : 

■ Dans tous les points d'une même surface du second Segré, 

l'indicatrice est elliptique , ou elle est constamment hypers 

hotique- ' 

Entrons dans l'examen de ces deux cas principaux. ' 

Le Êictear j^ étant , comme nous venons de le dire , nécessai- 

»7. 
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<U" MÉuontB. remeQt posittf >.le procbik rt~-s' aéra lui-ménie poùtif oH négatif, 

soirant que Taotre Ëtcteur ^ le sera pareillement ; or , -^ est 

positif oa négatif, lorsqu'un noinbre pair ou impair des fôcteurs 
<t, C,>eflï négatif 

Donc , premièreraenl , ^indicatrice est coTtstammetiteÏÏiptique, 
«t les deux courbures sont dirigées dans le même sms pour tous 
le» p^ts de la suilbce de second degré où « , ^, ^ , c'est-à-dire 
'B*, b% e* sont po8^&, c'est te cas de VelKpxiide ; et pour tons 
les points de la surËtce où deux des trois demi-axes a,h , c ont 
lenr qoarH négattf; c'est thyperhoimde eUiptifue ou à deux 
nappes. ' ' 

Secondement, Findicatrice est comtamment hyperbolique , 
et les deux courbures sont dirigées en sens opposés dans tous les 
points de cbaqtie surÊce du second degré dont nn seul demi-axe a , 
«a 6, ou c a son quMré négatif; c'est fhyperholo'iée à une nappe , ou, 
couBf on est ctmTenu de l'app^r, l'f^perhohtde hyperholique. 

Et d'après ce que nous avons dît au commencement de cet 
article , les mêmes propriétés appartiennent également aux para- 
hoïoïâes soit elliptiques, soit hyperboliques ; c'est-à-dire , que leur 
indicatrice «st aussi constammeot, suivant ces deux cas, une 

ellipse ou une byperbole. 

. AetuoUcmint, rerutons sor la fermole Iparlàquedte nonà avons 
obtenu la valeur des ray^ons d« couiiruce dea sur&ces do second 
degré» Au moyen de la seconde méthpde qui nous y a conduits, 
^ nous, avons tu ce que signifie chacune des grandeocs dont est 

composée cette formule ; nous allons lire ce que signifient les cooar 
binaisons qu'elles présentent, et cette ain^de interprétation nous 
fera connaître plusieurs théorèmes nouveaux. 
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' Ilabs lu Taléar géaérUe uiuutooni. 

J(^>M-.^4^+r--+.-).^y/p+F+c->-t.--t:y-+>-)y „.^.^^ , y| , ^^T 
nous avons tu que la quantité 

est égale au produit R'R' des deux rajoDS R', R" correspondants 
au double signe =1= du radicaT. D'ailleurs à. étant la distance du centre 
fiu plan tangent en x,/, £, on a 

^ , y*, z- . 1 .' ■ . 1 . 

Donc aussi , dans tous les cas , on doit avoir 

, W'.s=^^i d'où ■c6c=A'j/{R'a"> ■ 

Mais nous avons fêtit roir dans le Mémoire d^ «ité, «m*')])! 
4e6àription des tiçies ft Jites aorfiuces- du «eccmâ: degré (Journaux 
deri:col6Pcifytecbm^e,t)oinftyiI, cafaKrXXV, iiDtey,{iage76)i 
que le T^ome^e t«i( alUpaq^ «st ëqdiTalsot à oâlni tfiAw afbixi 
dont le dÏMoéitre a pour oubd le f»>od«tt de* tccfn axàa dé i'<iU|i« 
soïde. La grandénr abc, «t par «puséquent aussi U graudn» 
A'v/(R''R'')«8t donddonsufi Mpi^wttoaàw^mfoc teTa4ume.de 
la sur&ce du ftecond -degré ; l«VsqQ*«tte %M on cdlipqoïde. 3ifaiB en 
géaéiral,-8oit qii6'la -sàriàce du second degtié ait nift ou deux.de 
iea axes kiiai;îfiàn!'es, auÏM. de les.avo^ tous^^ds, il .&ut les 
supposer té^ pour eVoilP te >MiMao^ piiMAèI«9)lpéâe-a7Euit kn 
axes pour èer^teft, et ^ r^Hipédïdè nvitc/'if éégaUàtMwnt-dans «d 
patallëlepipèâe. Alors on a ia^lâ6rei0di«M - - 

./ * . ■-.'I^.ak. et. f .A'V.(R:'R-")'. . \ /. ; ' 

pour expressioD duTolnme decet ellipsoïdcu ;. 
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S19 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

E. Nous sommes doDC conduits à ce résolt^U sùigutiër y c^'tt atÊRt 
de conDaltre le produit des deux rayons de courbure d'un ellip- 
soïde, et la distance de l'origine au plan tangent, pour connaître 
le vol|une du corps temiiiié.par cette surËice qui cependant , elle- 
même , est loiii d'être détenuinée par un si petit nombre d'éléments. 

Revenons au cas général. Les deux rayons de courbure , ainsi 
que nous venons de le voir , ont pour moyenne proportionneUe 
le produit des trois demi-axes , divisé par le quarré de la 
distance du centre au point où l'on considère la courbure de 
la surface du second degré. 

Si donc on compare entr'elles toutes les sur&ces dû second 
degré , telles que le rolmne du parallél«pîpède construit arec leuî^ 
axes comme arêtes , soit constant , on verra que pour tous les 
points de ces snr&ces , où le plan tangent est équidistant du centre , 
le produit «des deux rayons de cbnrt)urê c^t nécessairement une 
quantité con$tâi)te. !:..,' 

' Par conséquent encore , en ooncevaiiti]u'<me :$fdii^. ayant un 
rayon quelconque , soit cimcentrique à la sur&c^ du seeonâ degré , 
les plans, tangents en métne temp^ à lA 9pbâr!B et «^ ^ fur&ce, fo^cber^ 
nnt cdte-ci en autant de {totntapouf lesqu^ le^ pr<»duit;i4es^ dejux 
rayons de ioourbure est une quantité çons^teij»t qui ne 4épen^a 
qiie du rayoïi de la sphère et du Tolume d^ la aiu'^c^ ou de celui 
du parallélépipède, fonoé sur ses axes cooQae arêtes^ ' . 

En considérant .deux .suF^tces du second dçgré ^iucentric|ae8 , 
méisid'ailleurb d'une fortne quelconque et «'ay^i]:u rjisa de^ oofafpfm 
potaT'i'iroe^t pour. l'Autre, tmi^aa tairait çla roisà,c«»deuxsur-«. 
£ices , les toucb^'ondeux pi(^ts tels que pour chaçHP le juroiduil^ 
des deux rayons de courbiur^quiltû oorrespoDdentenpârliiculierjest 
proportionnel au volume de la sur&ce sur laqiieQe est ce point; 
ou du moins proportiônnetan volniDe du parâllélep^>ède formé par 
les axes de chaque sUEÊi»^. . -.-jjIj :•: .^..j ■...- - 
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' Be ceff ]»niidpes résulte «ncwe «ne ontrê e«»éi|q^koe :-{TDg 1U(m H^HOiiie.' 
8Qr&ce noD plus seulement du second degré, ipais de la fenne la 
plus générale, étant donnée, u Pon veut trouver ipesur&ce du 
second degré qui l'oscole en ,un ^oJnt déterminé, et qui de plu8;fât 
son centre en un point pareillement détomioé ; on connaîtra les 
deux rayons R', ft". ^nt-bwrrespondent, à ce poipt,' la-diittdice & 
du centre au plan tangent : on aura donc immédiatement le volume 
de la sur&ce osculatrice, ou du moins celui du parallélépipède. 
formé par les axes de œtté osçulatrîçe. 

Par conséquent, si le. centre de la sur&ce psculatrice, varie 
et marche sur im plan pai'allète âa plan tangent , toutes' lès sur- 
Ëices du second degré qu'on ra former ainsi, seront égales en 
Tolume. ' 

Et si le centre dé la surÊice du second degré s'éloigne' ou s'ap- 
proche du ^lan tangent, lé Voliùné du corps termine pai^ cette 
sur&ce croîtra ou décroîtra [Ir^oituamellement au quarré de la 
distance du centre au plan tangent. 

Remarquons enc<;>re en passant, que dans ce dernier cas la 
sur&cc de là. section dîamiétrale feitc dans ï'osculatrice 'du seconçt 
degré parallèlement au plan làngcnt-qué l'on considèrej cette super- . 
ficie, dis-}e, est direcieinent proportionnelle à la 4istaûce ^e cette 
section et du plan tangent' 

Je me suis étendu j à dessein , sur ces propriéws , parce ou'il ne 
parait pas qu'on .en E(it encore présenté qui euss^t avec, elles 
aucune analogie, et qii'elles peuvent d'ailleurs de vex^.d'^eap^ 
plication utile, but que nous ne voulons jamais. perdre de vue. 

On conçoit, esi effet, que les petits se^nents des surfaces pou- 
vant être renipTacés par ceux de leurs tncal^triQeffj 'et leâ segments 
^les soi^es^ du set^ndde^ pouyantéXre &<j^eipeut détermii^és ; 
ces diverses propriétés trouveront kur application dans beaucoup 
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jiï-' MÂiObé. de IMtmt <fra HgéiiiMr», «ù I fim MrBidërer tes rotalet Ses 
corps tensîBës par Âes sar&ioes ootsfbes. 

CoDsidérons majotenant la parâe de la valeur des rajgaiB dt 
«nxiore, ipà se droiiTe bon du radical; elle donne 



Dans cette équation, rappebns-nous que . . 

y'{a'+b'-hc*) = a et . |/(*'+r + 2')=I>, 
A étant toujours la distance du centre au pkiD tangent , OC b 
diagonale du parallél^ipéde des axes , et D la distance du centre 
au point de la sur^ce auquel les deux cajons R'^ R"^ appai^tlennent. 
î^ous ïiTons donc aussi, comme, nou« l'avons déjà vu, . • 

Cette ^équation nous apprend que la somme des deux rayons de 
çourbore- est égale à -la diSfêrenoe des quacrés dea diagonales de 
deux parallélépipèdes ajant respectivement les demi-axes a^b, p 
ou les coordonnées X, y, % pour arêtes , cette dififêrciice dîvteéé 
par la custance du centre an plan tangent en x , j' , z. 

En combinant, ce principe avec celui qui Ëiit connaître le pro- 
duit âes rayobs de courbure , on verra que pour obtenir immé<fîa- 
tement ççs payons , il isiiffira de connaître avec lés axes , \sà dis- 
tances O'et A du centre au point donné et au plan tangent à la 
surfitce'en ce point; car on aura de suite 

H nous semble difficile de réduire la question à de moindres 
termes^ » 
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. JLâ, â«nûéfe de ces fonaoles noiffi Êtï Toir que « t» ooepe une iii« MÉMOiBC. 
surËtce du second degré par une sphère qui hii sait (Macen&âque, 
pour toas les pointa dlateracction^ki aotom^ des raiy^ns decoar- 
bure doit être réd[HroqiManfat. pitçovtîvniMUe à la '^stantie do 
centre au plan tai^enl, , : 

Au contraire , a & an lîea de B , ferait ètn constant , alors j 
ainsi que nous l'aTons dit plus haut, R'B.^' serait constant, et Ton 
trouverait les points de la sur&ce du second degré qtù donnent 
tous pour R'R" une mène râleur^ en fitisant mouvoir un plan 
tangcntiellement à la sur&ce et à la sphère du rayon A, qui lui 
est cencentrîqoe ; pour t<Hi& ces points, la soaaoïe des rayons de 
couriiure est proportionnelle à la diinrrnrr des quarrés desdiago- 
aales des deux parallélep^èdes a^au^ n^reclïTenMnC pour arêtes 
leaazesa, ^, c, ou les coordoÉDée» jp, y, h- 

Tirons enfin une dernière conséquence de TinspecUôn de l'é- 
quation 



Etant donnés les deux rayons ^ eourbwre p^or inr''point 
d*Qne sivfiKft cfnelconqoe, et de |rf»6 le centre deia ainface oscu- 
latrice du second degré , si ce centre tourne autour de la normale 
passant pur le point donné, co^me autour d'an axe de rotation ', 
b chaqoe poM^n difiërente du cen^e, les (rois «xcs de* fa-sarfiice 
oêiculatrice prendront one vaïenr paflictilière; «lais cbnis^'toutes 
les Tariations dont ils seront susceptibles , la somme des carrés 
de a, h, c ne variera pas. 

Et si pendant ce mouvement on &it tou^er la suf^ce osculée 
autour de la même nocmale , mais d'une manière ^nd^peihdaDte^ 
alors à chaque po&iti<»t du centre dalaaui^B ooealataÎBe aberehéc^ 
correri^toodcont nue fcifinité .de ces osculâtrices dn second' 4e^ ,■■ 
et toutes ces séries de sur&ces auront pour caractère commun, 
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tx6 DÉVELOPMMENTÏ DE G^MÉTRIE. 

m» HÉHOifi£. qtie la sconme des qoarrés des axes , prise dans chaque sûrfiiôe, 
ne cessera pas d'être la même f*\ 

. Enfîn^ d'ï^rès. ce que nous avons £t plus haut , on r<»t awsi 
qbe toutes ces sùr&cra dsci^itripcs jouissent de câte autre pro-* 
priété, que ]e produit de leurs trois axes est une grandeur coosr 
tante. II serait fiistidiëux de pousseï' plus loin ces considérations. 

ARTICLE X. 

Nouvelle méthode des tangentes. 

Pour donner plus de rapidité à Tanaljse de la courbure des 
surfaces , nous nous sonunes servi dé considérations infinitésimales, 
et des T^leure di^i?$ntielle9 qui leur appartiennent. Nous aurions 
pu prendre un moyen pIu».direcA ët.qui eât rendu entièrement 
élémentaire la théorie des contacts du premier et du second 
ordres Car la géométrie peut nous offrir un moyen d'obtenir 
immédiatement, et sans considérations infinitésimales, les équations 
des plans tangents,' et par snite , celle des sUrÊices enveloppes, des 
surface» mutifeUem«nf, oscu^priqe^, etc. , 

Si roi;i^;^éflédbit-âur les d^ejrses 'méthodes qu'on a successive- 
snent employées dans la recherche des tangentes , on verra qu'elles 
ont dû. reposer sur de telles considérations. Comme on n'envisa- 
geait, .e^^ efi^t, ^ue la li^e- ou la surËice individuelle à laquelle 
on, voi^t a)S^9f uoe tangente ou un plan tangent, il &Uait, 

(*) Si les deux rayons de courbure de la surface osculée , variafeiit à la foia 
de manière i ce que leur somme restât pourtant constante ; pour chaque pouTçIle 
Cotnbin^on , on aurait une in&nîté de séries de surfaces osculatrices du second 
<degr^,.'âont 1^ centresseraient à tue distance constante de la normale et dnplan 
taaffsatyàt cette' infinité d'infinités de sm&cei oaCuUtricee , jouirait toujours de 
Ja projeté convonne , qiie la somme des quarréi ées trois axes sftaût imt 
«codeur comtante pour toute» les «ui^ce;. 
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outre lè point de contact, avoir encore égard aux autres points lU"" 
de la ligne ou de la surËice; c'est-à-dire, aux points innnédiate- 
ment conBécutiÈ à ce point de contact , ou à une distance infini- 
ment petite , ou seulement moindre que toute grandeur donnée , 
ou à une distance qui s'évanouit. ... Il est , comme nous venons 
de le dire , un autre moyen de s'élever à la ■détermination des tan- 
gentes .et des plans tangents, sans recourir à ces diverses hypo- 
thèses, permises, parce qu'elles conduisent d'une manière simple 
ji'des résultatsvrais, mais inexactes en elles-mêmesj et peu propres 
à la précision rigoureuse que des élèves doivent chercher à mettre 
dans les raisonnements de toutes leurs études. 

Ce moyen consiste à chercher un système de sur&ces ou de 
u^es, dans lequel se trouvent à la fois où la ligne, on la sur&ce 
^e rôn considère , et sa tangente ou son plan tangent. Il est évi- 
dent que s'il est posslhle d'obtenir l'équation d'un pareil système, 
au moyen d'une constante arbitraire ; en donnant tour à tour à 
cette constante les valeurs particulières à la droite et au plan « 
tangent, ou bien à la ligne et à U surËice primitive. On obtiendra 
d'une part l'équation de la ligne courbe et de sa tangente; de 
l'autre , l'équation de la surfece et de son plan taugeut. Prenons 
le cas le plus général, et ne nous occupons que des plans tangents 
aux sur&ces. 

Sur une sur&ce quelconque, concevons que du point x,^j z 
on ait mené des cordes à chacun des autres points x\y, z'. Ces 
■^ cordes croissant ou diminuant toutes ensemble dans un même rap- 
port , prennent une première, une seconde, une .troisième 

valeur , et fonnent ainsi une première , une seconde , une troi- 
sième. • . . suT&ce. Il est évident que toutes les sur&ces qu'on 
formera ainsi seront semblables à la primitive , et seml^ablement 
placées dans l'espace ; c'es^à-dire seront telles , que leurs lignes 
homologues seront à la fois proportionnelles et parallèles : donc 

38 
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Ji>* HÉHOIRE. aussi ces surËtces seront toutes tangentes à la pi:iffutire au point com- 
mun x,^, z. Tant que le rapport (a) des cordes homologues sera 
positif, ces cordes seront toutes du même côté du plan tengent eu 
x,y, z à toutes les surfaces ; maïs ces cordes seront de côtés 
opposés, lorsque ce rapport (a.) deviendra négatif: donc, enfin, 
lorsque la quantité (a) aura la valeur déterminée zéro , l'équation 
générale sera celle du plan tangent à la surface au point que Ton 
considère; 

11 est TÏsible qu'ici nous dégageais la méthode des tangentes 
de toute considération infinitésimale. Nous ne tombons pas non 
plus dans la méthode des limites, parce que dans cette méthode , 
la. grandeur limite es^ celle don;t les grandeurs variables approchent 
sans cesse , mais sans pouvoir jamais l'atteindre ; au lieu qulcî la 
grandeur particulière où nous nous arrêtons,, peut être atteinte et 
même dépassée. D'ailleurs, il doit nous êtFC aussi permis, dans 
notre équation générale , de &ire « =: o , qu'il peut l'être dans une 
équation telle que ç(*, jy, z) = o, d'y fiiire a=o. 

II est aisé de transporter dans l'analyse ce mode de génération 
que nous n'avons présenté si louguoment ^u'^au de [4-évenir toute 
objection : x, j , z étant tou}Our8 les coordonnées du point que 
l'on considère sur la surËtce , soient x + ÇjjK+Utï + Çles coor- 
données d'un autre point en général, l'équation de la surface 
primitive étant 

celle du système d^e surfaces semblables cherché , sera 

z +< s= ^ (x+ oÇ , > -4- «u) , 
qui , lorsqu'on y fera a = i , devi^idra l'équation même de la 
surfece primitive; cda est évident. Mais lorsqu'on Ëiit a=o dans 
cette seconde équaUon, elle appartient d'abord au point x, 7, z, 
et elle dcome 
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m** MËHOOE. 



Soit maintenant 

(n).... z+Z=A(x+X) + BCy+T), 
réqoatioQ du pkn qui touche à k fois en * , y , 2 toutes les sur- 
&ces du système , plan dont aucun des points n'appartenant ni 
aux Taleurs positives de « , ni à ses valeurs négatives , et qui ce- 
pendant disant partie du système général , doit correspondre à la 
valeur zéro de a. Observons, premièrement, que Xjjy, z appar- 
tenant nécessairement au plan tangent (ÎI) , il &ut qu'op ait 

C:=Ax-f-B)', et par conséquent , Z=AX + BY. 
Rendons à présent «= o dans TéquatioU ^nérale du système 
de surfaces dérivées de la primitive ; alors Ç , w , Ç se changeront 
en X, y, Z, et on aura 

équaUon qui Êiit voir que pour obtenir A , il faudra supposer que 
dans <p {x,y)y x devienne x-h «Ç, ou siOiplMoent * -(- A, puis 
■ développer par rapport à h, retrancher de ce développement la 
grandeur primitive f , diviser tout par h ; et feire enfin A = 0. il 
^t évident qu'alors tout ce qui restera du développement de f 
en X , sera le coefficient de la première puissance de A, et c'est 
ce coefficient qui égale A. De même B sera le coefficient de la 
première puissance de k dans le développement de <p en P, lors- 
qu'on mettra jy +au on simplement ^+k au lieu de y. 

Si Von suppose qu'au lieu de présenter immédiàtemetit cette 
méthode pour les plans tangents, comme nous le Msons ici afin 
d*étre plus rapides^ on là développe d'abord pour les twag^nted dss 
lignes courbes pkmes ; puis qa'oa l'applique au cercle et aux autres 
lignes du second degré., avant de. la géaéntli&er et d9 la transpor- 
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jn«* MÉHOStE. ter aux sur&ces , il me semble qu'elle sera susceptil^ de toirie 
la simplicité et de toute la rigueur désirables. 

Si l'on roulait dés^erparles caractères reçus, les coefficients, 
desquels nous venons de voir que dép^id la direction des tangentes 

ou des plans tangents , on représenterait par f' (x) ou ^ la valeur 
P(.^+h)-fix) ^ jj,j^^,(,„ y feit A= o ; et alors 

étant réquation d'une ligne coaii>e , 

Z — ^'=:^'(*)(X— x') ou 2— 2'=:3^(K — *') 

serait l'équation de la tangente à cette courbe } mais si 9 était à la 
fois fonction de x et de y, on ferait 

Ico'sque k^o; enfin , on aurait 

2 — 2'= f'{x)ix—x') -f i>'(y){y-'y)> 
ou 

•u , comme nous avons écrit jusqu'ici pour plus de simplicité j 

expressions dans lesque&es p, ^ et ç' (*) j î »• ^ *' ^ (j') «ont 
pour nous les coefficients dîMrentiels partiels communs de l'équa- 
tion du système général de sur&ces que nous avons formé. 
Lorsqu'on propose une équation 

z = 9{x,y, a), 
dans laqudle a est une constante aii>itraire , à chaque valeur 

(^ Lonqoe y ut i^srdé comme xam coiutante. 
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particuliète de a correspond une sur&ce distincte. Ensuite , en m^ mémouk 
considérant a comme une fonction de x et^, on obtient une 
8ur&ce essentiellement difiërfinte des premières , et si Ton reat 
que celle-ci et l'une de celles-là soient tangentes dans toute l'éten- 
due de leur intersection , il Ëiudra qu'on égale à zéro la partie 
A' (* — x')-\-B'(y — y), que a supposé fonction de x et de _y 
ajouterait à l'ordonnée Z du plan tangent; et l'équation 

o = A'(x-x') + B'(j'-y), 
ou, suivant la notati(»i que nous Tenons d'indiquer, ses di£fêren- 
tielles ^, ^ étant prises dans l'équation du premier ordre en re- 
gardant XfjtZ comme constantes , 

serait l'équation qui ferait conmdtre la tangente trigonométrique 
^ appartenant à l'angle formé en chaque point X , ^ , par Taxe 
des X et la direction delà courbe cherchée; ce qui donnerait l'équation 
aux di^rentielles partielles de cette courbe que Honge a nominée 
caractéristique , et dont il a Mt un grand usage. 

Les lignes et les sur&ces lieux des centres de courbure , sont - 
de Traies enTcloppes , et les équations des normales , immédiate- 
ment dérÏTées de celles des tangentes ou des plans tangents, 
donneraient fedlement, par le mojen que nous Tenons d'indiquer, 
tout ce qui peut être relatiTaux contacts du second ordre et à la 
courlnire des sur&ces : enfin, en soivant une marche absolument 
iua&logae> on s'élevtrait aux ordres supérieurs. •^. 
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m-MÊMoia. NOTES PRINCIPALES 

DU TROISIÈME MÉMOIRE. 



NOTE PREMIÈRE. 

Des rayons de courbures des parobolotdes. 

Oi dans l'équation générale des surfaces du secoad d^ré rajqpOTtéat i leur 
centre comme origine, 

©•■■■ ^+^ + ?=- 

nous mettons z + c, pour z , nous transporterons l'originA à l'un des sommets 
placés sur l'axe des s j et nous aurons 

OU , en multipliant tons les termes par c , 

Supposons maintenant que les trois axes a, h, c deviennent à la fois înBnK , 
maïs dans un rapport tel que 5 =^ "T" ^ E ^^ iT •oient cependant des qnan- 
tltét finies', le terme — j'ivanoaira >nl, et il retten 



Cl- 



+ ^ + fl« = o. 



Cest l'équation général» du parabolcà'daa dont leionmot est pria pour orig^, 
et l'axe pour axe des s. 

n suit de là, que si, des résultats qne nous avons obtenus en parlant de* 
surfaces du second de^é qui ont un centre , nous voulons passer aux mêmes 
résultats relativen^ent aux paraboloïdes , il faudra simplement faire a , b, c 

infinis , les rapports ~i = X' J»^*iB '^^*'*' S'"'* 
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Appliqaona cette io^dx>de à la â^tenninatloit det làyous Ae courbure ; noui r»^^ M^unmF 
aTons troQTé pour cette vsleiir ( art. Ym de ce Mémoire ) , 



«=v/|+ï+|x. 



Mus cette même équation est éridenuBent identjqae avec celle-ci , 

Mettant donc z + c pour z , et réduisant comme noua venons de dire qu'il faut 
le faire , il vient pom- l'expression des rayons dn paraboloïde , 

. En suivant la marche ordinaire indiquée pai la valoir gé&^ala. des rayons da 
courbure en fonction des coIEcîents diiférealiBlg du [Mrunier et du secead wdre, 
Bons eussioos pa panreiûr directement à oetta équation. 
En effet, 



C]- 


g+^.+ "=o 


d<nDf i'T''^f^'ji i*»''T>''lrt 


d'où 






;.(.+p.+,-) = y/(^+^+,) 


Euaite 




■h 


1 *« *• , 


d'où 





it — a* = 



X§' 



Combinant ces valan» , on trouve 
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âa4 NOTES PRINCIPALES. 

ma* MÉHOnifi. ^''^'■'^ enBn, on «nrt génénl«ment pour tons ka paraboliudes ; 

(i+?')r— flp./j + (i-Hp')t _ A + B— M 
3{rt— O g 

Par OMuéquent aussi , 

Or , te]l« est ]a TtUetir que nous Tenons de tronver. 

Rnoarqnons maintenant dans cette équation , que l/ — -^ -{- ^ -^ i étant la 

T^l^ur inverse du cosisns de l'angle formé par le plan tangent arec le plan 
iet X , y , l'antre facteur 



A+B — aa 



^V{^^^)'-">($H^) 



Mt égal i la portion de l'axe des z qni', suivant le signe àz, est la projection 
de l'un on l'autre rayon de courbure. 

La somme de ces deux portions de l'axe est donc donnée par cette expres- 
sion très-simple 

A + B — as , 

dans laquelle A , B sont les demi-paramètres des deux paraboles principales. Ensnite 
le produit des deux rayons de courbure est égal au produit des deux demi' 
paramètres, divisés chacun par le quatre du même cosinus, c'est-Ànlire, du cosinus 
de l'angle formé par la normale et l'axe des s. 

5i donc un plan ^gent au paraboloïde et mobile, fait constamment le même 
angle avec l'axe des z, pour tocs les pointa, de ctmtact qui correspondront à ses 
diverses positions , le produit des deux rayons de courinire sera constant ; et alon 
la somme des n^ns croîtra on décrcdtra proportionnellement A l'onfennée s 
du point de contact. 

Enfin , pour toutes les sections faites dans nn puaboloïde parallèlement 1 sa 
base , la somme des deux rayons de conrbore est réciproquement proportitHt- 
neUe au coainns de l'angle formé par b nornale .avec l'axe des s. 
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THÉORIE. SECTION L aaS 

NOTE II *""* *'^o''^ 

De l'indicatrice des parahoîoïdes. 

JTohj TfliKHU de Toir que l'équadon générale dea paraboloïdes rapportéa i leur 
lonimet comme .origine, et i lenn pUsa principaux comme plans coordonnés, étant 



G] 



X+B +="=<= 



ca- 



911 a pour les coeffiâenta différentiels dn second ordre, 

r=-i, , = 0, < = -j: 

d«nc dans les mêmes hjrpothèses, l'éqnation des indicatrices des paraboloïdei est 

i(X-«)-+i (¥-,")•= C. 

Or j'obterre que les coefficients de X ^ a; et Y — y ne contiennent ni j; nî y ; 
ils resteront donc les mêmes , qnelles qne soient ces coordonnées ', d'oA résulte c« 
théorème remarquable : u Dans tont paraboloïde do second degré (elliptique on 
hjrperbolique ] , les indicatrices de la courinire se projettent tontes sur un' plan per- 
pendiculaire à l'axe, suivant des comrbes semblables et semblablement placées, 
o'est-Ârdire, qui gnt leurs lignes homologues parallèles, n 

Mais nous savons (ait. I ) qne chaque indicatrics peut être considérée comme 
la section faite dans la surfcce par un plan parallèle au plan tangent, et qui d'ailleurs 
en soit infiniment voisin > de pins , toutes les sections faites dans nne surface du second 
degré par des plans parallèles , sont semblables et semblablement placées dans 
l'espace. Donc aussi , pour un même plan de projection quel qu'il soit , les pro- 
jections des sections faites par des plans quelconques seront semblables aux pro- 
jections des indicatrices dont le plan leur est parallèle. Mais sur le plan peipendi- 
culaice à l'axe , toute* les indicatrices du paraboloïde se projettent suivant des 
courbes semblables , et dont les axes sont parallèles : 

11 Donc toutes les courbes pUmes qu'on peut concevoir sur nn paraboloïde ,' 
projetées sur un plan perpendicolaire i l'axe , sont des courbes semblables , et 
semblablement placées sur ce plan , c'est'-àr<tire qu'elles ont leurs ligues homologues 
parallèles. Enfin , la même propriété anrait lieu encore , pourvu que la prOfectioB 
se fît parallèlement à l'axe , mais d'ailleurs sur un plan quelconque, n 

ris DES NOT» DV TKOIStilJE KinfOIllZ. 
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SUPPLEMENT 

A L'ARTICLE IV DU PARAGRAPHE PREMIEH 

DU SECOND MÉMOIRE. 



Osaûation des courbes tracées sur des sur/aces qui sont en 
contact suivant une ligne quelconque. 

l-JN exposant les propriétés du contact des surfaces et de celui de lews sectfons » 
(premier Mémoire, page ^ et suÎTaiitet; second Hémoin, page 83 et suivantes }, 
noua s'aTons pas donné aux tMorânes tpe neai «mu Kcpoaia , toM le dér»» 
Joppetiieiit dont ils «oat s^isceptSilei : nota crojKini devoir U £ura ià. 

Loisgoe detuc .surface» ont duB toute l'éteBdns d'une ligne coni» m cOBtacC 
de l'ordre m, un ^an tangent à cette oaaàx et qni conpe ks deHx smfaces , 
y produit deux sections qui n'ont pu seulement enti'eUu tm contact unmééiatenKia 
supérieur à m, mais immédiatement supénew a» double de m. \oiU ce que bo« 
plions démonlrer géD^ralemeiit. 

Prmoaa sur la lipw de contact det deec aur&œs , ba deux pointa iamédia* 
tement consécutifs ;c, ^, «, et X'+ix, jr +rff .i+dS»; « aom Mçpoeou 
que les deux équations de cette courbe de «oatact , sont 

Boos aurons pour éqnations de sa tangente au point x , y, ii 

(6).-.. T— j' = f.CX.— ar), Z— ï=/'.(X— x), 

et cette équation pour le point x-^dx , y^^dy , z+d% , deviandra 

(90-.. Y—y—dy={e-i-d£^ÇS.—x~dx), Z— e— <U=(f-HfKX-<p-«fc:). 

Donc au point où cette dernière droite rencontiv le plan 

X — * = o, 
OMBé ■car le point x,y,z, pcrpendicnlùrement àTaxe da x, on a 

IV}.... Y-~y—dy = if+{^dx, Z~z — dz = (f+dr)dx, 
4qaatioiu qui, en verta des éqKâtiom aèmm de la wmbi de contact, se 
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SUPPLÉMENT. «7 

Cet ^({tiatîoiu aoiu apprennent d'abord que la distance da second point an point 
K, y , t {Hu sur les deux snr&ces , est une dûtanoo infimment petit» du secoad 
ordre ; puisque , i canse de X — x = o , ella est expri m ie ùnii i 

Hainlenant, lUsona passer on plan qnelcxniqDe par la tangente (S')*, ce plan 
tracera sar le plan X— x = o, one droite doçt l'équatioa peut être mùeaiiNU 
cttte fonna 

(().... Z — «— /•.<te'=m(Y— y— P-dlr*), 

pniaqne cette droite doit passer parx,_y + r.d!«*, « + /".!(*• point de la 
droite ( 0' } placé sar le plan X — x =: 0. 
Maintenant soient 

] es équations dbs sectionf faites dans les den surface^ proposées par le ji^as 
unique X — x=: o; ces équations, conmttf on Toit , ne sont autre ebose que 
celles mêmes de ces sur&ces ,vay regardant senlementla variable x oommemus 
constante égale i X. 

Cherdwns l'intersection de la première comiw s ^ f (_y) , arec la droite dont 
Doitt Tenons d'obtenir l'équation 

Z — z— /'.dx* = n»(Y— j— P.dtrO' 
Soient y-^h «t s + A les valeurs dé Y et Z qui aj^nrlitemeiit au pimt 
d'intnsectkn dMciié. Par cette bypotbèse , l'équation p récédwm doaatra. 

■ A = n»A + (/•• — mP) de*. 
liais réquation s := f (x) donne 

■ - ; »r=f.»+»-.-i^ +V ^ + «. ; . 

m comlrinaat ces deux éqoatipns , on trouve immédiatement 

Le premier menibn de cette équation étant infiniment petit du secoha 'ordre ; 
lorsque dx eîl inûpment petit dil premier, Il fattt alors, dA'est iùan du pr^ 
mier ordre, que f'=:in, ce qui serait rendre la droite que UOTB.cwisidérons, 
tangente à la ^entière tmiace. Nous ezclnrona çette^lgipofliiar, et non «nppo- 
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aaS DÉVELOPPEMENTS DE G,EOMÉTRIE. 

MÉMniRF serons que la droite «cette surface se coupant sona un angle fini quelconque, met 
ç' sont par conséquent deux qnantiî^ différentes. 

' Abîs si f ' et m sont différenta l'un de l'autre, pour que le second membn 
Jde l'éqiUtÏQn préoédente soit un infiniment petit dn second Ofdre , il faut que k 
■oit lui-même ^ înfinimont petit du second ordce , dx étant du premier. 

Donc , <1jsti« ce cas , on peat toujours faii:e ,ft == «.<£>;*, « étant une quan- 
tité fipie. ■ 

Si maintenant , à la coorbe 2 = f ( j ) qui appartient à !a première surface , 
nous substituons la courbe »='* (.y") qui appartient à la seconde ,'nous aurons 
de même, «o prenant v 4- H et z + K pour les coordonnées dn point où cette 
courbe est rencontra par la droite' (/) , 

mais les denx courbes f et « étant tangentes en Xj _y , x , ^' = «' ; or f ' est diffé- 
rent de m : donc m et «' sont in%aiiX *, donc et toId de l' équation précédente , 
noiia atnttts «o^î K =£ A<£x*, A étant u^ quantité fiai^: donc,, en mettaqt cett» 
mdeur dans l'éqpalîon précédants , et«.(ix*ponr Adanal'iqncitiQnâçmB^.par I4 
prunùèreçotirbe, il ïieadra 

, tt.dx* , .tt*. dx* , » «*. dxfi . ■ ■ 

K = V — h*" — — — ^.•" ^•f'ttc. 

Or, z+k est l'ordonnée dnpomtmtersectîdndfliatTac»Ct)et de la première 
:ooQit}« 'x= f (x) : c'est âon£ un point de l'iitteneo^aa. de h. premi^a snifoce 
et du- plan coupant. Hais^^ x-'-dx est l'abscisse duippint où I4 tangente (S^ toucha 
les deux surfaces , et ce point est sur le plaa coupant , puisque (Y) y est tout 
entière. D'ailleurs, la conrbe de contact ayant pour équation en x et z, 

a = fix)_ , donne dz = f.dx. 
Donc enfin, pour 1* Murbe traoée 'Rar. la plan. eoupAtenr la première snrbce , 
lorsque X devient x±(tc, la diïFérentiella de x est h±f.dx. 

Ainsi l'équation de la première' combe tf iuterseotioa est immédiatement , 

de même , . , - ■ - ' . . ' ... 

«st l'équaSon de la seconde courbé dlntersectioh. yoyàat nidctenânt quel est le 
rapprochement de ces denx courbes. - * 
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SUPPLÉMEPÏT. aag 

X« fonction y étant inâépenduite des fonctions f et • , nous voyons d'abord MfMniiii? 

que, quelles que soient ces denx fonctions, et par conséquent quel qne soit 
l'angle formé par denx surfaces qui se coupent , tout plan tangent à leur inter« 
section coupe ces deux surfaces suivant deux courbes tangentes. 

Avant de pousser plus loin cet examen, détenuînoas les valeurs deo «tA- 

Fonr cela , reprenons les équations 

Elles donneront , par le retour des suites , deux séries de la fonne 

(0 fi ~ adx'+ bd2:i+ cdx^+ etc., 

(a).... fc = Adx* -1- B<£r* + C(ir8 + etc. , 

' dans lesquelles ou aura 

„=£;=^, A=^lp^. 

Donc l'une des équations suivantes entraînera tonjoars l'autre : 
o :^ A , ^' = •'. 
Maintenant , revenons aux deux développemenis qui appartiennent aux deux 
intersections dont nous voulons apprécier le rapprochement. 

Supposons d'abord qne les denx surfaces ont simplement dans tonte l'étendue 
de U courbe qui leur est commune , un contact du premier ordre; «Ion on aura 
pour tous les points de cette courbe , 

ç' := •' donc aussi > o = A ; 
et les deux développements deviendront 
di=fdx + 9'.ia+bdx*+.. 



d'où il suit que dx étant une quantité du premier ordre , les denx dîc ne 
pourront différer qu'à partir des tenues 

• .0 , * .B — ^, « . — , t> , . .— . 

» 1 i.a , i.a ■ 

Donc elles ne pourront différer de quantités plus grandes que le quatrième ordre , 

et par conséquent, elles auront enir' elles un contact du troisième ordre. 

Ainsi, lorsqu'un cylindre est drconscrit à la sphère^ un plan quelconque taogent 
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j)^yU.OPPEMEnTS DE GEOMETRIE. 

^^^^, M«P« 1* «plêr» sùnnt im cmél» qtû M*s«t pas MH' 
• HÉSOIBE' i ««■ j-ellm» secdtfn da cylindw , maù qni a na coatlct di 

_j-- «**''*''' *" "* I**""^" coefficients dea déreloppements (i)^ (a) 

■j^gliqae*. Konmant donc p et P les deux coefficienti du rang m + 1 , 

^f^itTS termes par lesquels les (£b des deux déreloppeiosnts paiuent dif- 

I.8.. ..m+i 
j^iic les deux sections auront cntr'elles on contact da l'ordre 3(m-Ht)^i. 

Si , par exemple , les deux surfaces ont dans toute l'étendue de leur oourt» 
de contact un rapprocliement du second ordre , tout plan qni les coupera Ua- 
gentiellement à cette courl>e , y tracera deux «ectioBs qui auront au mÊme point 
nn rapprochement du câiquiémé ordn. 

Si 1« plan coupant , au lieu d'avoir nne pgailiaa quelconque par rapport i la 
courbe de contact , était son ^an osculatenr , alon A et H , an lieu d'être des 
infiniment petits du second ordre , leraieiit des jnfir^jitufitf petits du. troîûfane : 
il fautait donc mettre a.dx>~t-bdx'-i^. . . , an lieu de « .rfT*-}-ftrfr*-f-i . . ; alws 
on aurait 

dl.=/'dx + f'.(a+Mr'+...)^ + f" Ca+ W^+... )' ^ +etc., 

et daaa cette noaralle liypodièse , si on aratt 

^=»', ^'=*', etc. jusqn'i ç"=!#"î 
le premier tennt de U dîffiËrence des dz serùt de la fbme 

-iiH-l,{-X>»«-i> 

(p — P)rfrH-+0+(^-M-._».H-.) "^_^ =. 
1.3 m+ï 

Donc les deux surfaces auraient entr" elles un contact de l'ordre 3(»t + i)— i. 

De là résulte ce théorème trés-aimple : lorsqne deux surfaces ont, suivant tonte 

une ligne courbe^ on rapprochement du premier ordre , tout pUn osculateur de 
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SUPPLÉMENT. 



iSi 



cette courbe trace snr les surfaces , deux sections qui ont eotr'eOea un TapprD- »« wémOISE. 
chemeut du cinquième ordre. 

Enfin , pour passer au cas le pins général , supposons que la surface coupante , 
an lieu d'être un plan, soit quelconque , et qu'elle ait un rapprochement de l'ordre n 
«Tec la couiiw de contact des deux surfaces données. Et foai ne rien laisser à 
désirer , employons pour ce cas gui nafwioe tout 1«* précàitm , la médiode 
^nérale des fboctiotu an^ytiquts. 

Soient a , b,c les coordonnées du point de la contba de contact, par tcqMl 
passe la surface coupante. Soient a>^«, b -f-C , c+vles coordonnées d'un 
point quelconque de cette courbe, dont les deux équationa soient 
(C).... 4+C=fCa + .), c + ,=/(a+.) 

Soient o+«, 4 + ff+fi,c+y + A les coordonnées de la section faite par le 

plan x = a-^M dans la première surface coupée, cette section aura pour é<giaiion { 

La seconde surface coupée aura de même pour équation 

«(» + » + l') = (» + « + H), 

H étant l'ordonnée de cette seconde section pour l'accroissement k commune aux 
deux sections faites par le plan x=a+«, normale à l'axe des x. 
Soient maintenant a + m, b-f-C+b, r+r-f-" In CDordomiéee de la eutfiice 
coupante ; on «ira de suit* pour cette surface ana ^nion de ceoe fbnn« 

exprimons d'abord que cette surface et Ja courbe i+C=:f(a+«3, e+y==/'Ca+«0. 
Ont un c(Kitact de l'ordre n. Mettant dans l'équation de la surface, f(a+«) pour 
ft+C.j'ai 

ai nous faisons h ^ o , nous resterons sur l'intersection de la surface et du t^Iindre 
ayant fr-^C=f ((!+«) pour base, tandis que ses arêtes sont parallèles à l'axe 
des £. Or, il faudra que cette section et la courbe (C) aient un contact de 
l'ordre n. Faisant donc it'^*, f(«)3= «(•},«! Comparant les déreloppemento 

J./... , = ^(o) + -i/'c„) + -^y (.)+..„ 
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a3a DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

II- MÉMOIRE. "*■'»*» ^■'""' 

/ = .', /• = #• .yi:-)=^->. 

Dodo x = (#t-*0_/C'H-i)) * .- ' )-etc. 

i.A. . .n+i 

« étant la distance du point o-f-a.ATf-ff, c + v ^ la rarface coupante , cette 
dittanee mesurée sur l'ordonnée % parallèle à l'axe des s. 

Maintenant, lorsqu'on Toudra trouver l'intersection de la surface coupante et de 
la courbe ^ (c+ y + 'i) = i + ^+ A, il faudra supposer dans l'équation 

«=(•<:-+'> _/C"-*-0) — — - ' . — , que f (A+O devienne f(H^ +A) et alw 

i.a...n+i 
K devenant > -^ » = ft sera toujours de la forme 

( «t-+') — /C-+'> ) — '"^'^ + etc. . . , 

i.a...rt+i 

c'est'4-diTe, que n'"^' sera toujours la moindre puissance de « qui puisse entrer dans k. 

Soit donc k = un"-»-' ; développant (S + C+A) = f(c+v + *)iOna 

A = ç'(e-|.y)iii_ + ^'(c-|.y)î!-S^ h etc. 

et de même , en comparant la seconde sar&ce avec la surface coupante , 



Pour reconnaître maintenant le rapprocbement des courbes exprimées par co 
deux équations, observons que n et (Q), lorsqu'on j fait ■=o, deviennent 

•' . Donc , en se bornant aux moindres pubs ances de «, la partie Oàt 



O et de (fi)qu'ilfatidra considérer, sera la même. Hais si les deux surfaces proposées 
ont un rapprochement de l'ordre m , il faut qu'on ait y' = «' . . . , f* ^ »■■ ; donc 

sera la moindre puissance de l'accroissement « dans la différentielle des ordonnées 
des deux sections. J3{mc,ces deux sections ont au point a, h, c, un contact de Vordn 

Si , par exemple , n = t , m = i , les deux sections auront un contact du tn»- 
tiime ordre : e'est ce que nous avions déjà démontré. 

piir DE LA PREMIÈRE SECTION. * 
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Les deux Ménfiret qui ooMpêient eette seconde Section, ont 
été présentés le i" février i8i3 , à la Classe des Sciences phy- 
siques et mathématiques _ de l'Institut de France ; et dans sa 
Séance du 8 mars j8i3 , elle les a jugés, comme les précédents, 
dignes de son approbation, et d'être insérés dans le Recaeil 
des Saran^ étraiigefs^ 

En i8o(f, le dernier de ces Mémoires avait été déposé à 
r Institut Royal de Naples, ^ mit l'auteur au TU>mbre de 
ses Associés étnmgers. 
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DÉVELOPPEMENTS 
DE GÉOMÉTRIE. 

. QUATRIÈME MÉMOIRE. 
GÉOMÉTRIE PURE. 



PARAGRAPHE PREMIER. 

Propriétés générales des auTfacea trajectoires orâtoganaUs^ 
relatives à la courbure des swfaces. 

\jà. prran^ partie de ce^ redien^ies arait [oiQc^alement pour 
kat d'eoTis^r le0 sur&oes dans la fimae de Jeur courbure , ea 
diaqm pràit oDooiâéré isoléneat, et, pour ainyidire, indépen- 
dinsnent de toutes lea autres. Koas avons tu qae des rinatant 
«ù ie &(Hnl»e des d(Kmée« est soffisaot pour que cette ferme eu 
m swl point 8(Ht cwDidettemeat déterminée, il est toujours pos* 
aiUe et même fiMâle d'obtenir chacim des éléments qù la consti- 
tneot et la particularisent, à partir de ce point. Enfin ^ nous avons 
T« ^pw la flû^ls diSQHsaioB des %Qes cwi4>6S du second degré^ 
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a36 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTWË. 

iv<M hImoibe. conduit à la solution coniplette des problèmes de ce ge^; c'est- 
à-dire, de tous ceux où les données et les inconnues sont de» 
qoantités dépehdantes de la courbure des surËices en un point. 

Les^ questions où les ^l'andeurs ^pbîques à déterminer , n'ap- 
partiendraient pas seulement à des points individuels , mais à la 
sur&ce toute entière ; ces questions, dis-je , seraient infiniment plus 
difficiles à résoudre que les premières. Les solutions ne pourraient 
plus être constanmient les mêmes pour tous les cas ; elles chan- 
geraient dans leur nature , comme les snr&ces dans le genre de 
leurs formes. Nous savons actuellement , par exemple , quTil est 
toujours &cîle de déterminer pour quelque point que ce soit d'une 
snrÊtce donnée , la ctirection de seâ L'gnes de comture, et ta gran* 
denr des courbures principales, estimées suivant ces lignes. Mais m 
Ton Toulalt obtenir simultanément tous. les points d'une de ces 
mêmes lignes , la géométrie ne pourrait plus nous offiir de méthode 
que dans chaque cas particulier ou la nature de la snr&ce serait 
connue ; elle se reftissriut constamment à résoudre des questions 
plus générales : enfin , il serait impossible de rétfuîre les solutions 
à des méthodes un^erselles qui , par la variation successive des 
éléments qu'elles embrassent, pinssent devenir également appUr 
cables à toutes les formes particulières de retendue. ' 

On se tromperait en croyant que la géométrie , dans ses moyens 
de procéder à la recherche de la vérité, doit avoir des bornes poséeà 
seulement par la nature de cette science, et «on par la nature 
même des choses. On se tromperait également en croyant ces 
bornes moins reculées que celles où l'analyse peut atteindre ea 
marchant vers le même but. Ces deux méthodes sous des formés 
difierentes, sont les développements identiques d'une seule et même 
science qui soumet à la fois toutes les grandeurs à ses coinbinai- 
dons, à ses rapprochements. L'une , sans iamais perdre de vue les 
Choses mêmes qu'elle doit considérer , porte partout l'évideDce svèo 
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THÉORIE. SECTION II. aS? 

dtc ; elle tend sensibles toutes ses conceptions , toutes ses opéra- MÉmoiitft 
tiODS , et les grandeurs graphiques sont pour elle un moyen de 
peindre dans Tespace , et sa mardie et ses résultats. L'autre sobati- 
tue aux quantités dont eUe S'occupe , des lignes purement abstraites; 
elle dépouille les grandeurs de tout ce qui n'est pas inhérent aux 
relations qu'elle envisage ; elle ramène tout à des lois générales } 
elle représente les objets par des symboles qui les remplacent ; 
elle est une langue : elle parle , qu'on me passe l'expression , elle 
parle et elle e:qirime tout ce que i^se ou conçoit la première ; 
et ces deux marches ai diSërentes ont l'une par rapport à l'auVe , 
les marnes avantages et les mêmes désavantages que la pensée 
relativement à la parole. En jEixant les idées par des signes , l'une 
soulage l'intelligence dont elle double par là les forces à chaquci 
pas : c'est ainsi qu'elle est , qu'elle sera toujours le véritable instru- 
ment des grandes découvertes. Mais souvent par le secours de l'autro 
méthode, on pressentira les vérités nouvelles, et d'une seule concep- 
tion on ira trouver ce qu'on attôadra plus tard que par de longues^ 
formules ; souvent aussi cette vue anticipée amènera dans les calculs 
rélé§^nce et la &cilité. 

Quoi qu'il en scât , si la géométrie ne peut pas s'élever à des ques^ 
lions d'un certain ordre, l'analyse doit donc également se trouver 
insuffisante pour atteint à leur solution. Ainsi , de même que la 
géométrie ne peut pas offiir de moyens générauxpour décrire com- 
plettement les lignes de <x>urbure des surûices supposées quel- 
conques, l'analyse ne présentera pas non plus de méthode qui 
s'étende à la fois -aux sor&ces de tous les genres, et qui puisse 
ofinr, dans tous les cas, l'équation immédiate de leurs lignes de 
courbure. Cette équation, effectivement, ne pouvant être obtenue 
queparl'int^ration de fonctions dépendantes delà forme qu'aSècte 
la sur&ce , l'intégration demeure impossible tant que la surËice , 
et p«r cowéfpitent ces fonctions ne cessent pas d'être générales et 
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^-» HitMOiBEr iodétennÎDéefl. Bour las mâmes raisons , «icore , comme il ne s'em 
suit pas de ce qu'une sur&ce est d'un geure détennÎDé , quIU est 
possiUe à la géométrie de construire ses lignes de courbure , la 
même ivstriction doit être imposée à l'étendue des résultats ana> 
l3^iqnes. Dans tous les cas où cela sera possible à la premiéro 
àé ces deux sciences, cdle-ci pourra s'éterer à l'équation géaéralo 
des lignes de courbure ; dans tons les aubxs cas , il ne lui sera paA 
possible d'obtenir cette équation, 

En considérant ainsi l'analyse et la géoméfrie dans leurs rapports, 
ce^deux sfàences s'éclaireront mutuellemciit , et chacune d'elles 
s'accroîtra de tous les progrés de l'autre. Dans les questions qid 
nous ocf u^nt , par exemple , chaque espèce nouvelle de fonctions 
que l'anfiljse saura soumettre à ses iirtégrations , ièra connaîtra 
les lignes de courbure d'autant de Ëim^es différentes de suriàces ; 
«t chaque nourelle classe de surfaces dont la géométrie pourra 
déterminer les lignes de courbure , conduira dans l'analyse à l'inté- 
gration d'autant de genres di£^%nt8 de fonctions. 

Ne rejetons donc aucun de ces mojens pour prbcéder à la 
recherche de la vérité ; jugeons-les utiles l'un et l'autre , et cher- 
rons danscliaquecasle [dus arantageux^etpaisque, dtms le sujet 
qm DonsttaitoiM, l'analyse d« nous donaerait pas cequek gé<Hné- 
trie ne pourrait obtmir , contùmons encore à suivre U méthode qui 
nous a servi d'^^rd, et voyons jusqu'où elle est susceptible de 
noQSooDdnire;noiiarqpflendroQS«iisuite la méthode dto cateids. 

Bi pour quelque sur&ce que ce soit , nous -pouvioxis étabdir entro 
tes grandeurs graphiques de tons les pointa dHioe za£in£ l^oe de 
eouibore , des relation générales et constantev ; qaoèqae ces rela* 
tiens fiassent aécessurement insuffisantes ponr la déterminatioq 
absolue de oette ligne , ce swait cependant un pas de ait dans la 
rec^er<^e de sa forme : <m aurait d'autant pins limité 2a dassQ 
des coorbes ^araà lesquelles doivent ae trouver Ice Ugam de soar^ 
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ïare , on n'atirait pins à c«iaidérer qtœ les espèce* sounùses aux iv* Brionnut 
rclatîonfi dé}À trourées. v 

Nous allons présenter un théorème général paiement applicable 
à tous les genres de suriàces, et qui, dans tous les cas, nous 
ofiraut une infinité de moyens difiérents pour procéder à la déter- 
mination des Bgnes de couibare , permet , eu choiràsant le plus 
Avantageux, de paxrczûr , par la voie la ptos bcile , au résultat qu'on 
tfe propose. 

. Que Ton conçoive une courbe quelconque O-acée dans Fespace, tI"!'»^''''»»^»!»- 
9t piu* cbaque pomt ( i , a, 3 ) de cette courbe, trois surfaces àr- tnjectoùei onho- 
bitraires (S.), (SJ, (S,), fig. j. ' ^"^ 

■ Si chaque surËice (S,) et chaque surbce (^) se coupent à angle 
àr<Hi dans tonte Fétendue de leur intersection 3 si pareillement 
chaque aurfitce (S,) est coupée à angle droit par chaque sur&ce (S,) , 
et de même , cbaque sur&cé (Si) par chaque surÊtce (S3) , aussi à 
angle droit, dans tons les points d'intersection de ces snr&ces de 
difi^aats systèmes : si , en un mot ^ les sur&ces (S,), (S.) , (Sj) forment 
ensemble un système de trajectoires orthogoTiales j chaque surface Leii;g„e,tiii««jJre« 
(S,) sera coupée par toutes les surfaces (8^) suivantles diffèreiUes îî""„ d"'°™b>l^ 
lignes d'une de ses courbures , et elle seru coupée par toutes les ^-^ «urf«cr. tnjtc- 
surfaces (S3) suivant les d^érentes lignes de la secoTide cour" on dw anAotonit- 
bure. De même , chaque surface (S.) sera coupée par les (S,) 
et les (S)) ; chaque surface (S^ U sem par les (S,) et les, (S.) , 
suipont ses lignes de première et de seconde courbure : enfin ce 
théorème -aura lieu , quelles que soient les relatioTis des divers 
^sternes entr'*ux , quelles que soiçnt les lois qui lient entr'elles' 
les surfaces d*un ?nême ^stéme , quelle que soit chaque mrfacé 
des tiyfis systèmes «forthottHuides ( voyez la note I ). 

En supposant vrai ce théorème,^ on doit voir quelle peut être 
80a uâité dans la redierche des lignes de courbure des sw&qes. ;. 
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IV» HÉHOifiE. n suffira , pour connaître ces lignes , de trouver un seul s^tôae 
de trajectoires orthotomides , où soit comprise la sorfece que Ton 
considère ; car en déterminant alors les intersections de cette sur- 
Ëice arec celles qui lui sont partout normales, ces intersoctions 
seront les lignes mêmes cherchées. 

L'iiUt^danpriiKip*. C'est réduire en analyse une intégration à une élimination, et 
il est inutile de dire quelle différence existe entre les difficultés 
de ces deux opérations. Sans doute il restera toujours à .déterminer 
ces systèmes généraux de surlaces trajectoires orthogonales ; mais 
cette question étant d'une autre nature que celle de la recherche 
immédiate des lignes de courbure , on conçoit qu'il y aura des 
cas où cette recherche directe sera plus facile ; alors il faudra tout 
simplement y recourir: tandis qu'il y aura d'autres cas oùla méthode 
ordinaire sera la moins avantageuse ; alors il Ëibdra l'abandonner 
pour se servir du moyen que nous_ proposons. H ne fiiut pas 
çpi'on dise que si l'intégration de l'équation aux lignes de cour- 
bure est ijupossible , la détermination d'un système de trajectoires 
orthogonales qui donnerait ces lignes , est impossible aussi. Dés 
qu'une surËice existe, ses lignes de coùri)ure existent pareillement; 
quand on n'en obtient pas l'équation, cela signifie seulement qae 
les méthodes connues sont insuffisantes; et comme chaque sor&ce 
individuelle est comprise dans une infinité de systèmes de tra- 
jectoires prthogon^es, qi4i tous donnent les lignes de courbure 
cherchées , on conçoit qu'on peut trouver un de ces systèmes, et 
cette découverte conduit à l'intégration d'un nouveau genre de 
onctions : ce sont deux services pour un , rendus à la science par 
ce moyen de procéder à la recherche de la vérité. Mais nous 
reviendrons encore sur l'application que nous proposons^ lorsque 
OOHS aurons démontré le théorème que nous avons avancé. 

5j dànoBHiiwfop, Conwdérons pour un moment upe spule sur&c^ dana chaqiiç 
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(rbopeilës (8,);<des- (St)M de8(S,), et Tefi]réséttft>il8 {Mir(i,a), iv-«hëuoir 
(i,3),(5, i) les courbes orthotomiques suivant les<^eUes sb 
coupent les sarfecèS,(S,) fit (S.), CS,)et(3ï)» (Si) et (S.). Gela 
posé, cherchons ^^nèsrislatroDS les- c^redtionis de ce9Gourik!â àld- 
4er8ection(i,a), (3^5), (5^.1:) puitentÂToùr appoint (i^ a, 5) qui 
leur estcommun à toutes treid. ... . ' ^ '■■ 

Si par (i , 9, 5), £g. a, nous m^oas le plan tangent à (S,), et qu'à 
une distance ii^nimeot petite du prenuer drdre^ nous meniona à 
ce pjanyle {dab paraUéie ^)f oéltU-cl cot^era la.cduri>e(3]; 5') 
«n un point O-sbos un ài^le iAfioiosent peà'difl^rent de l'angle 
^oh,el!parGi>nsé)|dtot-ee'^bitt^tie«ii[>ët-a (6;) et (S,) saWant denk 
>c6uriRB (Or.) , (Ow,) qirî se acomeat en O sous un an^infimment 
nnoioB ifi£fêrent encote deTàngle droit; c'est-à-^dire, sous iin an^ê 
qui aéra droit à ime [quantité pirift du^^cond ot^e, [juisqu'bûpolnt 
Oies tfeax âut&oes'fS;) <ft,^)'nâ ôesseàt pasdâ. se couper "à ang^ 
:drci^(V9y€a;iii n(oterEL>'-,n;;.:... ■).';- .:.-: Z'-> ' - '■ ^ -i-'M 

^Substituons meâolsbivmt à ^S;) une de ses oscdâtricèsdusdcoticl 
degré (sy^qui ait sAnscmméf P au pcrint d'oscûlatiôii (i^ a, 5); 
-.Cette, mméle sai&Aeetat^«ta: iiS^) et (S3) suirao^ •des' courbes 
(2, S,), (ï, 83) osculatrices enPà(i , 3), (1, 5) ;'d<mefe9 sur- 
.feces'^Dohes xtà âére(oippâb)«6farÉAé^ par^Coutte les-ikMrmefes de 
.(X) suivant (Z, S,), (Z,5,), seroiit osculatrices aux coB^bes(i /s)', 
(\, 5). Par conséquent en O sur la normale primitiTePOr , ellee 
.aei^atâncco^: tangentes aux- bdiniies infiniment Toisinès (vr^a'^, 
XTTi 5) : douc^ au tDén]ë.piOBit O; ces àsvx surfàcdsides nonnales se 
ç0Vpwont : à aa^e droit , àJ des quantités prêt da second ordre. : 
.Si mainteaant notiS ti^Ç6ii8 les droites APB, CPD, û%. 5\ 
.tangentes aux sections piioOipalea de (S), en son somlnet F (PC> 
par exwnjdp^ «t^ ^.pl4«'{r«li(a âecfî()!n)^«t,qae Jipuapremons 
i^ plan tttngent ^ P:pôui\,]^n de prc^ttân-^ le^. nornudes à (^ 
eu deux pointa N, N' du Aêooe' c6té de AB, 96 ph^etteront tu 

3i 
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c6tcdeÀPB. : 

Supjwsans (jta^ PN, FN' ré^és^tem («s éUmaM du premier 
-flr4re d«9<»iirbei (%it),(i,i),ii'fai6tiaf0\iat{i,±yi) oat.; 
^,J!iT^^1T. é^aidi )| qprejeclioti des pomules parties -d«N ei N", lis 
plan (tt) coupera ces deux normale» 4n deuiEp&iDtft-i', >''qm se 
projetteronVà,di6UM1c«.daseeood,«rdre.de N et.JTTj goais PN,PN' 
jSvntfpar h-jg^èâ^.y^'upeloq^edf'du preauflror^efâonc^ quel^ 
f<jae,jiaBJtiflB.fl))p puj^soflf prendm te-dotaUra djiiitet5cclion(ii ») , 
■(•1,3^ ^B'r<J4S;et,CS),;l<!» angle» >P/. et SKN'diaffetoiit toujours 
-eaf^efix 4^;(|nfnlHés dUlfilKWifg .<irdr«,; et^pin' «mséqliedt lie 
-pouiToiit;pasappartfimr euA i^te^seetioDS'dQlaaur&cë-^,)aTéc(SJ) 
.iii<S,)„.taajt ^eyl^s ileiu' vvtmiix D)r, NT^aencrMit pas.placéw 
^wles^plipSiiijriqfi^pmitide {£)^déat>à^âire:,[ne ocncbDtiseoBtpâs 
:b pp)pi|ale49 (Siii^Msant en C ; :i(iiiç, pdur que Jte trois sniâceé 
putsseot se couper deux à deux orthogon^tlënicu^ ïSàot^ï^^lilt 
;(i,a^5i)'qBi,l$tir''e0t ooianu)xi«tottt<BStroiSrleSligBes (i« s),'(i> 5) 
.snivap; les({aeUes «Bcs se eoupeut, sojeat. lançâtes s«â« ^eo- 
j^qDSi>4^'J^» <U'{>'4eS BÇctioos .piùioipaks ^';1^9scabtnee'>(X)^ du 

. , Or Bo^ ^TOB»,»' VonpmtàimtiUiKr, àjpri'ori, obmmeiiods 
l'aTOQs feit,: pr«aier Jtenqire, S Hi qû'su^ppinietP: d'une sur- 
ifiK» dustsond âefré , le» direM«088<âes;sBc«ioM principales CPD 
^F&.sti»t «alk» 4».plliaïplaB<U:et<de'nu>mdre cou-bore de la ga^ 
&Qe-, donc anSttiieaidireatiiiiiBddes Jtgilcs tTajgctoires (i, a)i (a,3), 
(5, i)r6tHit cgiQBtaaùDeu£;<8nrilps-drtbotôiaide»:«ia«ar&oes tra^ 
jèctokes OTthogonAles quelconques. (S,) y (8.) , (S^ , les lignés diri- 
^ées suivant la^ilus grande on la mpindrQ -courbure de ces ssl^ 
âoès : dfflic) '«nfip,kiei tr^ectoirèieUtsménies itnldeax à deux 
fSf méme.point, les' ligne} Je plus ^ptnJ», et ie mogid^é atur- 
tum deiartbptoin/iiès(B,% (S.)-, {&,)>. : 
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Jusqu'ici dans les relations que nous âroiis TËponimes ponr être rv» MiMoiitK. 
les conséquences néceèsfônes de l^^rthotomie deè stnÊices (S,) , (%), EuBMado^naenn 
(Sj) , nous n'avons rien vu qu) puisse isoter les-Mrfeoeè ^^'tin grot^ li^L'Xna^r b 
des surfec«te d'un autre groupe. Considérons leurs intersections suc- ^'t^e^i,^'^ÎI 
cessivca , et dute les fcnsf s. pajticïUiiïrfe? çiîeJiep , «Sf^ot^ , ■ çhçr- . -'''!*«?'?■ 
dions à suivre encore la lin ifm Q9«rdouae U sy^tôpw ^èaéf.^4^ 
trajectoires orthotomides. • * 

Gomme rexaaaeB dm» lequel nous aHons entrer -est par lui-mÀne 
assez abstrait, et qu'^n petit à \& Ir^ueur se dispéilseï:' #eii 8lâVr« 
tes détails , qamqullâ saient propres à )éteF beaucoup àe janr isur 
la théorie de la courbure deè surfaces et ^es li^es courbes , 
nous croyons devoir avertir ceux qui ne veulent pas am)rofoD- 
diriiD tel sujet, qu'ils peuvent omettre le paragraphe suivant , i£&î 
tiugué par des guiltemetsj et passer de sîcrité arii troisième , où ils' 
trouTtront l'application des généraUtés exposées dans le prenker'. 

s n.; ■ ■•■,■ ; 

Discusaiim géné'pcUe de* ^stSmei de ait^iefiS tri^ecioires 
ortèàgonàléf. 

« Présentons d'abord, quelques dénominations qui reviendront Dn uopiq»» « d» 
» souvent dans ee que nous aUcms exposer. De la même manière *"^ 
» que tous les cercle «cliptjques sont rencoi^rés t^ngeotiellement 
» sur Ib terr«! ov 4sos le cie^, par des cercle» tropiques qui ser- 
V -vent 4â limite à l'e^oe courert par ca^ çeifclf^ , nous appeUe« 
T> rons tropique d'\m système quelconque à^ U@3«s £k'ë', £'<V'£", 

» EW'E'", I4 oowbtt «'s"*'*, fig.^, qgi tottdKe « la foi» 

B diacuDedes eoui^es primttiTçs- ■ 

7> Par analogie^ ensqite, lorsqt^ iieu d'an 'systénée de l^ncs, 
ft nous aqrbn» à consîdéret' on ^stémè de'ùr&oea i nous nom* 
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Iv*iiËHOBt£. » mervas var&ce. tropéïde y ou simplement tropéïde, la surfece 
s particulière qui dabs chacub de âes points / toachera Tune des 
■a surËioçfi primiliTC». 

Dm tropiqM H dM » D'c^t^ oefa , îl êst TÎsâiIe qu'on pourra toujoars considérer 

tropiriilcs d'oïl »T»- -i',. I II ' n f - , 

what d< coDrbcj » ^ iTopique cTc" . . . . , fig. 5 , cODime formé par les intersections 
A^il^'*^» successives des courbes primitives Eé«'E, EV*"E', EV«'"E".... 
» immédiatement- <;oqsécutives ; que de même, on pourra toujoars 
-» oonsidérer. la surfitce tropéïde comme ibrmée par les intersec- 
» tions successives deç sur&ces [«imitires qui se succèdent im- 
» médiatement. • 

) . » Supposons qu'un groupe de 8urËic«s (S,)'j (S,)", (S,)*",. . . soh 

3» représenté , iv par le système de lignes (a, a)', (i, a); , (i, a)^. . . 
3? couvrant (S.)' i a'.par (i, a);, (x, à);, (i, a);.,, couvrant 
» (80"i 5'. par (i, a)% (i, a);, (i, a);.... couvrant (S,)^, etc. 
» Si nous considérons les intersections successives des (S,)', (S,)'V 
» (S,)"'..., ou la tropéïde de leur système, nous dirons: dans 
» toute rétendue de l'intersection de (8,)' et de (S,)", chaque courbe 
3> ^,'a/ est coupée par une courbe (i^s)"; de même tians toute 
]> retendue des intersections de (S,)" e;t de (S,)'", chaque courbe 
» (i , a)" est coupée par une courbe (i , a)'"; et ainsi de suite. Ainsi , 
» par exemple , (i , a); , (i. , a)" , (i , a)^,. ... se couperont consé- 
7> cutivement , et formeront une première sUrËtce (S,), et un tro^ 
» pique [i, aXsur cette surfiice jde même (1,3)^, (i, a);,(i,s)^ 
i> se couperont consécutivement , en formant une secràde sur- 
» fece (S,)„, et un tropique [i, a],, sur cette sur&ce, etc. 
» Nous venons donc d'obtenir un second système de sur&ces (S^ 
» absolument dij^reut du premier système (S,). : et les trc^ques 
» [1» 93,,[i, a),,, [1, 3]^ de ces surfitces (S.) sont tous sur la 
> tropéïde des (S,). La réciproque de ce principe est paiement 
n vraie} c'^- à -dire qu'eu repassant des (S^ aux (S,), comme 
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j^ nous sommes parrenos des (S,) aux (S«) , qoos verrons que les iv» HÉttontE. 
» tropiques [a, i],, [a, *!,» [», i]„, des (S.) sont tous sur la 
» tropeùle des (S^- 

» Ainsi, lorsque l'on considère une série de sur&ces dont I« 
» nombre d^)end d'un seul paramétre arbitraire, et, sur chaque 
)» surÊtce, un système déterminé de lignes courbes. Ces lignes 
» courbes , parleurs intersections successives sur les surËtcea qu 
» les contiennent respectivement , forment une première série de 
» tropiques , et l'ensemble de ces tropiques , une certaine surface 
» tropéïde. Ensuite , lorsque r<m considère chaque courbe comme 
y» coupée par une autre , prise daos la sur&ce infiniment voisine , on 
3> trouve une nouvelle série de tropiques, une nouvelle tropéïde : 
» or cette dernière tropéïde est ce qu'on appelle ordinairement la 
» sur&ce ^nveloppe des sur&ces primitives; et l'autre tropéïde , 
» au contraire , est l'enveloppe de la nouvelle série de sur&ces'; je 
Tf) veux ^e de la série des sorfitces formées par les intersections 
» successives de chacune des courbes données avec celle qui la 
» suit et la précède immédiatement en passant d'une des surfaces 
3) primitives à l'antre. 

]» Revenons maintenant à notre sjstème général de suriàces 
i> trajectoires orthotomides (S,) , (S.), (Si)- Le groupe des (S,) est 
» traversé par celui des (S.) suivant les courbes (i , a): à ce 
» système de courbes (i , a) , correspondra donc d'abord une 
3) première suite de tropiques [i, a] , placés sur les (S.) , et for- 
» mant par leur ensemble la tropéïde [0-,] des (S,); puis une 
7> seconde suite de tropiques [a , 1}, placés sur les (S,) , et formant 
j> par leur ensemble la tropéïde [s*.] des (S,). Enfin , la même cor- , ,-_ ^ 

j> respondance des lignes tropiques et des sur&ces tropéïdes avec 
» les sur&ces primitives, aura lieu pour les courbes ( 1 , 5) , 
3> intersections des (S,) , avec les (S,)^ et pour celles (a , 5) , inter- 
v secticois des (S,), avec les (3,). 
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SV* MÉMOIRE. » Cela posé , considéroBa , par esemple , les interaeclîons mc- 
» cessires des surface» (Sj), on leur tropéïde [o-,]. Généralement 
j> parlant , cette tropéïde sera la limite de l'espace ecci^ par les 
* (Sj) : elle sera donc également ïa limile de l'espace occupé pN 
Â les (5,) et les (S.) , puisque pMiout les smrÊices du systéofie %é- 
» néral devant se couper à aa^o droit , chacpiie point des stfffeces 
» d'nne série est emssi commua à quelque sui&ce des deux Mtres 
> séries. Mais cette tropéïde [r,] étant la Im^ de Tespace occupé 
n par les sutëk^s (S,) , leur est éridenÙDent partout tangente. Donc 
» elle s^« partout normale à qa^ipi'uae des (S,) et des (S,). Con- 
» clnoiis tfàbord que les courbes communes aux sor&ces (S,) ^ 
s aux (S.) et à la tropéïiie [r,] , piises deux à deux daos l'un et 
» itom Taùtre de ces trois séries, forment dans toute l'éteadue d^ 

V cette [tfa]} untiiple système de trajMdoàrès ortiit>toii^ques. 

Atiu àt rcbroDSM- » Nous TCttOBS de volr qu'aucune des surfeces fS.) , (S.) ne peut 

mniE lit* korfocd „ ,.,,.. ,.-, ^ , . .... 

tnjcctaire. onbo- $ franciûr la lumte ou tropeide [ir,] , que chacune d elles pourtant 
' '*' » rencontre à ai^le droit : donc après avoir atteint cette tropéïde, 

» il faut aussi que chacune d'elles se rebroqsse pour former une 
•» seconde nappe unie à la première dans toute l'étendue du contact 
» des (S,), ou (S.) avec [?J; par conséquent , chacune des lignes 
3> (i, a) intersection des (S,)* et des (S,), en venant rencontrer à 
>> angle droit la tropéïde [ffj] , change de nappe çur (S,) et sur (S.) , 
» et rebrousse perpentliçulairemerit à la même [ffi]. 

» Par conséquent , encore, toutes les orthotomiques (i, 3), 
» placées sur la même (3.) ,,en venant par leurs intersections suc- . 
* cessives former leur tropique [i , 5] sur [o-,) , toucheront ce Iro- 
» pique sur [(Tj] , et changeront de nappe en se prolongeant toujours 
y> sur la même (S,). Enfin , ce tropique sera pour les deux ooppes 
» dfe (é.) une véritable arête de rebroussement. 
» De même, toutes les trajectoires (a , 3) placées sur une même 

V surface (S.) , viendront toucher leur tropique [a , 3] sur la tropéïde 
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» [ «"i 3 i et <îe secoad tropiqtra pera p<Siû: les ( S. ) ce qw'ëtett le iv" nï^Menc 
» premier pour les (S,) , la liiiûte de deux napp^ diatiootes , eâ un 
7> mot , une véritable arête de rebroueseiAeiit ddS' (S-.). 

M Ainsi sur la tropéïde [ff,] , les projections (i , 5) forment une 
% premi^e eérîei Jai-êtes de tetroossemint q<ÉR sont t^espeètiVe- 
» ment les itrtJp^uôs 'des -(8, ), premier groupe; feô ïrajectott-éà 
}> (a, 5)fonnetU; une secoâAé série ^atétes de rebpdusâ«meirt''^ui 
» sont respedtÏTCTuflnt les tropique des (S,), second groupe-,' et 
»■ chaque tropique dé la piremière série coupé à ^gle droit <6u^ 
« eeiKt de ïa secondé serre ; mais nous venons dé toÎt- i^aci 'les 
y> trajcctotres (.i , »") ont toutes'un point tropiqac ou pemit déi-é- 
» brousèetoétiit 'sur (Iff-j] •qu'dleà attéighent à angle droit :' J 

j) Donc enfin , Tes ti^iques de (&,) j les trafiques de (S,)* ^t'Jes 

» intersectiojis (i , a) des surfaces (B,)i^ecîes(S^)jfoi'rhèntsur 

, j» la tropéïde tyj] , le ^stêifie général de courbes orthotomi'ques 

» dont noâs avons démontré téxistéTicéjijiya^u'Un niomêivt. 

y> IVailIeurs toiis les résbltaEs qiié présentent les rations dés (Sg) 
■» avec les (S,) et les (8,), scmt paiement applicables auk (S,) et 
» aux (S.) considérées respectivement |>èr rapport à la ccwabinalèoB 
» des deux autrea groupes de siu-faces (S,) , (Sj) ; (Sj) , (8,). AînSi le 
"ï> sysfêmé'domplet des «M^tomides (Si)', (S,); (iSj) présenté- on 
■» général trois tropeiaësbienifiBiioceÈs [*(3,{*J , [«rs], dontchaéôriè 
^ est touchée par toutes 'les stfiffecta «r&otonrîdes et l«ir serti dé 
ra limite. Mais chaque tropéî'de est touchée tangentieltonent par les 
Tx oilhottiriides d'un ■pretafer groupe , él.norinaleBaedt par edléfe 
3> des deux auAres gtoU^s^dans .tout& Retendue dés ligiies-fr^H 
a> lâcjiifes rétiproi^uémetit oiiiiisgoTiàlés : 'enfin -ces tropiqoe* sont 
g» poù'les deux derniers groupes de vraies arêtes de rèbroussement 
>> placées tout entières sur la tropéïde que l'on considère. 

1) En génériri,.(iaque ortbotomide (S.) a donc dérfs-'tropiqiiés 
» bien distinct^, l'un produit par les intersections «Uccc^siVes des 
■j> (i , a) sur la tropéïde [ r,}j l'autre par tes intersections successives 
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'iv-« MËHOQUf. » des (i , 3) sur là tropéi'de [ffj : ces tropiques se coupent à angle 
» droit , et sont l'on et l'autre de vraies arêtes de rebroussement 
» de la surface (S,) qui les contient. 

Do r>gi>n iypat». » CoDsldérons maÎQteoant , sur la tropélde [ff-J , les tropiques [i, a] 
3> des (S,) } cherchons la courbe formée par leurs intersection* 
» soccessiTes , c'est-à-dire, le tropique des tropiques [ i , a ] , ou 
» Vhypej-tropique [T, II] des sur&ces (8,). Deux trc^iques con- 
;> sécutife [i, a)', [i, aj" appartiennent à deux sur&ces (8,y,{S,f 
ps aussi cpusécutires ; cela est évident : donc l'intersection des deux 
y> tropiques est sur la surface [0-,], tr(^'de des (S.). Donc tous 
» les points de Yhyperiropique [ I , II ] sont sur [«-,] ; mais par 
jo hypothèse , iU sont placés sur [o-J : donc Thypertropique des (S,) 
.^ est la commune intersection [ I » II ] des deux tropéïdes [0-,] et 
jo [ff-J -j mais par les mêmes raisons , Tintersection de [ffj et [o-J 
» est aussi IHijpertropique des (S.) : donc, enfin y l'intersection des 
3) tropéïdes (r,) et (o^J eçt k la fois la courbe bypertroplque des 
» (8,) et des (S,). Ces hypertropiques étant des lignes extrême- 
3> ment remarqual^es , il ponvient de 9'arréter on moment à leur 
j> examen. 

T> Il est évident que les tropéïdes [«-,3 et [rj étant respectîve- 
9 ment tangentes anx sur&ces (MTthotomides (S,) et (S.) ^ ù les tr'o. 
D péides se pénètrent réci{»'oqu«nent , elles ne pourront le Êire 
» qu'à angle droit. Donc ces (8))^ partout normales à [^i].età[o-.], 
.» traceront sur cejs bxypéïdes les. courbes trçpiquesfS, i]f{5,3]^ 
.]» normales eqtr'eUes et à l'hypertropique {^ I, II}. 

» C(»nme la sur&ce (S,) ne saurait dépasser les tropéïdes [«-,}, 
» [ff^J , il faut que le point d'intçrsection de deux tropiques [5, 1], 
» [3 , a] , soit pour IHm et pour l'autre un vrai point de rebrous- 
,» s^nent. Ce ptônt placé sur la ligne hypertropique , sera donc la 
y» limite commune des deupc trc^iques [3 , i j , [3 ^] de Forthoto- 
)i nûde (S,). Il sera pour nous le point hypertropi^ue de la sur&ce 
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* (Sj) ; par conséqaent ; la courbe d'intersection des Iropéïdes [y,] , !¥■• MÉMO«*r 
» [""•]) ou k ligne hjpertropique [ï, 11]^ n'est autre chose que la 
» série des points hjpertropiques des surÊices . primitiTes (S3). 
» Voici quelle est la finrine générale de la sur&ce (Sg) à son point 
» bypertropique H, fig. 7. 

» Ce point étant un point de rebroussement pour les deux tro- Do poiou 
» piques [1 , 5] , [3 , 5] , est le point de concours de quatre branches Fon„ «oiMiiiiibio 
» Ha, Hx'; H^, H^ de ces deux tropiques; mais chaque point J^io'^''^" " "* 
» «, a.'., ..Ci €'.... est un point de rebroussement des trajecr 
» toires (â, 3) ou (t , 3) : on a donc quatre feuillets y, «T, >' , <f 
B.quiviennent se confondre en H avec le plan normal au même 
i> point à l'hypertropique [I, II]. Il semble qu'ici les points hj- 
7> pertropiques ne pouvant développer les surÊices (83) complé- 
» tement autour d'eux , les plient chacune en quatre nappes dont 
jt la sup^ficié remplît cq ce point un quart du plan tangent. Cette- 
» forme est vraiment remarquable; elle fait, qomme on voit, da 
D point H, la limite de« tropiques àU*', €H^'de l'6rtliotomidé(S,)r 
» ou le point tropique de ces courbes , oropiques. C'est ce que 
3 j'appelle le jjoint hypertropique de la sûr&cé (Sj). Ainsi donc, 
» chaque surface (Sj) doit généralement en avoir autant qu'il y a dô 
» pointscommuns à cette même (Sj) et aux deux tropiques [o",],!*,]. 

y> Nous alTons maintenant exauvner (es cas singuliers où les poiiits 
» bypertropiques présentent desiformes entièrement difieredlés.' 

T> Supposons d'abord que l'une dés tropéïdes^ [t^, par exemple j se Dm poinumnwiiaa- 
» réduise à une ligne courbe {^j}. Cette ligiw ne cessera pas pour •urfi™«"™bin 
» cela d'être le lieu des tropiques [1,5], {3, 3].de toutes leaÀurfeces ^^i^'atl.ï^! 
ÎB (S,) , (S,). Mais connuecette Sgue tropâde doit étre:alor8' le Keu dea *^ **" »»»*■ 
» intersections successives de toutes les (Sj), il &udrft qu«r«h4i)u9 
» (S,) contienne cette Ugiie toutentJère.BanS ce cas, chaque poiïtfO 
» de {ffj}, âg. 8, représoilera tout hd tropique [1, 5] , [3, 5] des orthoc 
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ivb« MÉHontE. f tomides (S,) et (S.) , c'est-à-dire , qu'au point O passeront toutes 
D les courbes ( i, 3) appartenant à la même (S, ) , et toutes les 
-» courbes (a, 3 ) appartenant à la même (S,). Ce point tropique 
3) sera donc pour les surËices (S,) et (S.) , ce qu'est le sommet 
» du cône par rapport à cette suriàce j les courbes (a , 3) ou (i, 3) 
» étant respectivement représentées par leurs tangentes arêtes d'un 
T) cône dont le centre est en O. Il est &cile, en effet, de se con- 
» vaincre qu'on peut toujours concevoir deux oônes dont le centre 
» soit en O sur la courbe tropéïde, et dont les arêtes soient res* 
» pectivement tangentes aux courbes ( 1 , 3)' de (8.) , et (a, 3) de 
» (S,)- II Ëiudra donc qu'à partir de-ce point O qui lui seul est une 
^ des trajectoires, on trouve pour lignes d'une des courbures "Ses 
3> (S,) et des (S,) des courbes fermées, et d'autant plus petites, 
>> qu'elles seront plus voisines de lui. 
Bnmiiiui. „ Si l'une des surËices (S,), ou(S,), flg. g, (SJ, par exemple, avait 
'"^'••^ „ an point de rebroussement O sur {o-,} , ce point appartiendrait 
» nécessairement à la Iropcïde [irj : donc il serait un point hfper- 
j) tropique sur la surface (S,). Cependant le cône tangent à (S,) 
» au même point, se réduirait à un simple plan, et le point One 
i serait plus en apparence un point singulier de (S,). Mais il serait 
» tiftijours le représentatif d'une ligne trajectofre (1,2), d'où les 
» courbes trajectoires (1, 3) divergeraient comme autant de rayons 
I. partis d'un seul et même centre; toutes les courbes trajectoires(i,2), 
» au contraire , formeraient, à partir de ce point , des courbes fer- 
» mêes anlom- de lui, d'abord infintaient petite» , puis snccessive- 
» ment de plus en plu» grandes , et enfin d'une for»» çielconque , 
» fermées^ou non fermées selon lanature de 1» surfece (S,). Ces 
» points bypertrop^uès singuliers, sans en«roir rapparence , ont , 
»^«^aTticv*érement« nommé» ombilia; cette drâiomination est 
j,> réeltemcnt ttès-heareuSe ; et, comme la plupart de» déoomina- 
» «ions empruntées aux andena , ell« porte Bon caractère avec elle : 
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>) ainsi , par exemple y les latios eussent appelé da nom i'ômbilic, iv« MËMonE. 
T> le centre de la surface du parasol , et c'est e^ctivement un véri- 
7> table ombilic dol'espèce que nous considérons. Si l'on réfléchit 
» maintenant sur ce que sont les trajectoires du système d'orthoto- 
T> mides dont nous nous -occupons, on apperceTra&cîlemeutl'tdeO' 
lu tité de ces pcùnts avec les oa^ilics de première e^oe donnés par 
7> les lignes de courbure des suriiices. (Voyez Mémoire IIÏ, art. ÏV). 

y> Lorsque la surfece du tropéïde [^j] se réduit simplement à une 
3> ligne courbe {ffa\, ctHnme dans le cas [que noas venons d'exa- 
3> miner; par cela même qu'elle devient la commune intersecfloa 
» de toutes les sur&çes (S,) , chacun de ses points est commua à 
7> toutes les courbes (i , 5} d'une même (S,) : chaque sur&ce '(S,) 
]» est par cooséqueut perpendiculaire à la courbe {ff,\. Donc cette 
» courbe elle-même n'est autre chose qu'une des trajectoires ortho- 
» gonalcs des (S,), c'est-à-dire, une ligne (a , 5). Donc la courbie {(t^} 
» est toute entière sur une certaine surface (S.) ; mais chaque point 
2> de cette courbe représente une ligne (a, i): doncla courbe (ir,) 
j» elle-même représente toute une surface (S^). Les autres (S,) sont 
» donc des espèces de canaux dont cette ligne est comme un axe; 
» ces canaux s'enveloppent successivement, à mesure qu'ils ont un 
3» {dus grand diamètre, et généralement ne se pénètrent pas. 

D SI, par exemple, nous supposons qu'une sphère d'un rayon va- 
» riahle, mais toujours infiniment petit, décrive par son centre la 
;> courbe {fft\ l'enveloppe de Pespace qu'elle va parcourir, sera 
X l'ime des surfaces (S^), tes lignes longitudinales de courbure seront 
» les l^nea (a, 5) et les petits cercles caractéristiques seront les 
» lignes (i , a). 

» Nous allons Uentât trouver un autre genre de lignes \iTa\ dont 
» tous les points «eront aussi les omJatfcs de (S,); mais des ombilics 
» qui jouent sur les surËices un rôle bien difiërent. 

V Si| toujours dajQ» la mène suj^KwltioQ, on conçoit enoutreiSontMUildcpomti 

lifpeibolîquM. 
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fT^ MËBioiBk. }> que la suriàce (S.) qui enveloppe immédiatement {(Tj) , h ren- 
» contre en un seul point , ce point se trouvant sur deux (S.) , sera 
» sur leur tropeide [ffj , mais U est déjà sur la tropéïde [«tj] : donc 
» il est' un point bypertropique. Et comme cette hypothèse ne 
» change rien à la forme des lignes de couitture -des (S.) autour 
» de leurs ombilics , ces ombilics sont aussi une espèce de points 
» hjpertropiques; mais ils sont bien difiereuts de ceux dont nous 
7> avons, en premier lieu, fitit cinmaitre la forme, et qui présentent 
D quatre feuillets rectangulaires superposés. 

Seconde cipice. 3> U cxistç cnçorc par rapport aux lignes orthotorpiques (1,3), 
j> ^>5), (3, i),lïg. 10, un genre d'ombilics qu'il esttrès-important 
3) de considérer sur les surfaces orthotomides (S,) , (8.) , (S3). C'est 
3) celui qui se présente sur les suirËices (S,) , lorsque deux branches 
3> des trajectoires ( 1 , 5 ) , par exemple , venant à se resserrer de 
T> plus en plus, se confondent enfin en une courbe unique {I, IIÏ}. 
j> Cette courbe est brusquement terminée en im certain point O 
j> dont les autres courbes ( 1 , 5 ) approcheront aussi près qu'on 
7> voudra , mais sans pouvoir dépasser ce point limite. Si 
. j> maintenant nous considérons les orthotomiques' ( j, a), nous 
» verrons qu'à partir des diffêrents points de 0(1, III), elles doivent 
» s'étendre en sens contraire des orthotomiqués (1 , 5) , afin de 
» les couper constamment à angle droit. De plus, il ne fitut pas 
» qu'infiniment prés dy point O , ces courbes ( 1 , a ) coupent le 
» prolongement de { 1,111} j car les orthotomiqués (i, a) pirésen* 
» teraient un système de courbes fermées .autour du point O qui 
y> deviendrait un ombilic de première espèce, et par lequel toutes 
n les courbes ( 1 , 3 ) devraient passer , ce qui est contraire à 
:» l'hypothèse actuelle. Donc il Ëtudra que les courbes ( 1 , a ) 
7) s'étendent le long du prolongement de {I, III}, comme les 
» courbes (1 , 5) s'étendent le long de {I, III} même : donc ausd 
» ce prolongement sera la ligne {I, U} dsos laquelle dçux brandbes 
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» aV, e/€'. de ( I , a ) se réunissent ea une seule branche , pro- iv» 
» priété Traiment remarquable. Relativement à la sur&ce (S.) qui 
3> contient toutes les trajectoires (^ , 5) et celles (i, a) qui se 
j> croisent simultanément, le point singulier O est ce qu'on entend 
D par ombilic de seconde espèce. 

j> Si BOUS répétons le même raisonnement pour chaque nourelle 
;» sur&ce (S,), nous trouverons de la sorte une infinité de parties 
» {I,"lII} O et de parties 0{I, 11} qui seront le simple prolon- 
jD gement des premières; de manière que l'ensemble des courbes 
» {I,"UI)0{1, 11} formera dans l'espace une certaine surËtce ; 
» la stùte des points O tracera sur cette surface une certaine ligne, 
» et cette ligne la divisera en deux parties qui )ouer<»it un rôle bien 
» diffèrent dans le système général des orthotomides; car Tune de 
■y> ces parties représentera deui nappés d'une des (S,), réimies en une 
X» seule nappe; et l'autre représentera deux nappes d'une des sur- 
j> Ëices (S,) , pareillemeol confondues en une seule. Cette courbe 
3> sera donc^ si je puis parler ainsi, la suite des pdints de par- 
3> tage dessur&ces (S,) du second groupe^ et^e celles (S,) du 
jt troisième : enfin ; cette courbe tracera sur les sur&ces (S,)» des 
3> points singuliers qui seront autant d'ombilics de secojide espèce, 
yt relativement à ces surfeces (S,). Nous verrons ces diverses con- 
•D sidérations devenir plus sensibles en s'appliquant à la courbure 
:d des sur&ces du second degré , tjuî nous .offiriront. des ombilics et 
.'» des lignes ombilicales de ce genre. 

j> Il est facile d'apercevoir la raison noétaphysique de ces der- 
■ V nières propriétés. iSans doute il est des cas où les sur&oes (S,) 
» sont distinctes des surËtces (S,), comme leà (S.) des (S,), ce. qui 
j> forme trois séries de surËices soumises chacune à des lois difË- 
» rentes: ainsi, par exemple, une série de chères concentriques, 
» une série de plans méridiens j une «érie de cdnes ayant pour 
:'Jt bases des parallèles, formeront un, système de sur&ces trajec- 
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tV** MÉMOIRE. » toires orthogonales , et pourtant les sphères , les pkms , ïes ctees 
» seront donnés par des lois'hîea dil^rràtes. Mais en général, il 
» faut considérer, les trois séries de surAces comme trois ramiQ- 
» cations d'un'sy^téme unique, et c'est pour passer d'une manière 
» continue d'une de ces séries à l'autre série, qu'on 'trouve les 
» ombilics et les lignes ombilicales que nous venons de feire con- 
» nattre. Ceci deviendra beaucoup |dus clair par l'application aux 
7> suifjces du second degré. 

■» Observons en passant que la sur&ce singulière commune à 
» la fois aux groupes (S«) et (S|) présente un système de trajec- 
» toires (a, 5) sur les (S.), et (5, a) sur les (S,) qui deviennent 
y» un seul et même, système continu. De plas , la courbe lieu des 
» oo^flics esi évidemment uoe de ces trajectoires (3»5),puîs^ 
» qu'elle est commune à deux snr&ces de diflerents groupes 
» (S,) , (S.). Donc, il làut que le tropique [a , 5] des (S.) placé sur 
» [?,], et le tropique [5, a] placé sur [<f(\ forment les deux parties 
» d'une seule et même courbe. Cette couiite est à la fois pour les 
% deux tropéVdes , un véritable tropique ou arête de rebrouss»- 
j» ment; et les points marqués sur elle, par les sur&ces (8,) ^nt 
■» à la fois communs à [r,] et [tr,] , sont , pour la sor&ce (S,) passaot 
» par diaque point , un point hypertropique. Cet hypertropiqne est 
» donc encore d'une espèce difierente des deux genres que nous 
jt avons dé}à reconnus ; mais son examen rendrait trop longue une 
v discussion de points singuliers qnVm trouvera peut-éuv déîà trq;i 
B étendue. Contentoos-uous d'observer encore ici que les surfaces 
» du aacoDd degré nous offriront des exemples de ces points ombi- 
s iics et de ces lignes ombitirades. 
îVo«toe. » Lorsqu'atteignantla tropéide[5-s],le8 ligne8trajectoire8{j,5), 
» par exemple , fig. ii , perdent leur courbure, alors le tropique 
»-{i,5) de chaque surBice (S,) )omt d'une fHtipriété remarquable 
p rektir^nent à la b'opâ'de {<r,] qm le contient. Soient es «Gfet 
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M les denxtraiectoires tofinimeut voisines (i , 3), ( i , 5y, et qui se iv» méhoixe 

» coDpeat en p SOT leur trc^ue [ i , 5 j. Les élémeDîa ^p , p^' 

» de ce» deux comtes seront rectilignes , et le plan pp^' Aéra 

]» oscillateur à ces deux courbes, ainsi qu'à leur tropique [i, 3] 

» qui contient ^ et p^' j or ces deux éléments étant placés par 

» hypothèse sur la même (S,), le plan 4>p9' est tangent en/) à (S,), et 

» par conséquent en ce môme point normal à la tropéide fffs] ^*^' D'où 

» TéQQltece\héotéaie:SîIestm/ectotres[j,5),d'aiI/eursentière?nent 

» arbitraires j perdent leur courbure en atteignant leur tropique 

» [* » 33, /e* pians osculiUeurs de ce tropique seront normaux 

» à la tropéide [0-,] qui les coTttient, et par conséquent, cAooun 

y> de ces. tropiques sera la ligne la plus courte qu'on puisse 

y> mener entre deux quelconques de ses pemts sur la surfact 

» tropéide -qui le contient 

» Jusqu'ici ncus avons laissé nos sorËices trajectoires dans la plus 
» grande géaéraUté que puisse comporter leur ortbotonùe , et lot 
X résultats aaxqu^ nous sommes paçrenus , sont par conséqiKut 
> susceptibles de s'appliquer à tons les genres de surfaces. Des- 
» cendons maintenant peu à peu de ce degré de généralité. Il est 
» utile d'observer comment la géométrie , après s'être élevée tout 
» d'un coup aux principes les plus généraux, peut devenir élé- 
j> mentaire , ensuite par la fecîKté des conséquences et la sîmf^ff- • 
Sd cation des résultats qu'elles présentent. 

•» Au tien de regarder conime arbitraires^ tontes les stnr&ces Dq itiuim d'oni,»- 
» (S,), (S,),. (S,), supposons qu'une seule (S,) conserve sagéoé- ^i poui^^ 
» ralité , tandis que les (S.) et les (8,) sont assujéties à devenir dé- ^^^ JlpJlS! 

W En eff«t , k trop^mlb {Trj^ étant p«rtOnt tàfigeote à qnel^ituM dcv ($5); 
Ml««(53)iMTtoBtiKxiDalsi «tx ivofu^s \Si) , il {«Ut ansi^fl h- trqf^dBl^tf-ip 
•oit partout aennale ma sor&ce* (S,). 
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IV» HÉMOiaE. » veloppables. Voyons d'abord si celte hypothèse est généralement 
» possible. Nous saTons que les normales de (S.) se coupent con- 
y> sécutivemeot lorsqu'elles partent des points d'une même ligne 
» . trajectoire (i , a) bu (i , 5). L'ensemble des normales de (S,) four- 
» nies par une seule trajectoire, fofme donc constamment une 
» surfece développable. A la série des trajectoires (1,3) de (S,) , 
î> correspondra celle des surËices développables (A.) ; de même , à 
» la série des trajectoires ( 1 , 5) , correspondra celle des déyelop- 
» pables (Aj). 

» Il est évident que les normales de (S,) étant communes à ces 
» deux systèmes développables (A.) , (As) , elles en seront respec- 
» tlrement les communes iotersectidns , et l'angle formé par les 
■0 développables de différent système étant égal à celui formé par 
^ » les (S.) et les (Sa) auxquelles elles sont tangentes , il fendra que 
3>. les développables ^A.) coupent les(A)) à angle droit dans toute 
n l'étendue des normales à (S,). 

» Par conséquent, étant donnée une sur&ce quelconque (S,), il 
» est toujours possible de conceTûir un système général de tra- 
» jectoifes orthogonales , composé de la manière suivante. 

» Premier groupe. La surface (3,) et toutes celles (S,)', (S.)", 
ï) (Sa)'". , . . qu'on formera par un accroissement ou par un décrois- 
7> sèment uniforme de toutes les normales à (S,). 

]> Second et troisième groupes. Les surËtces développables des 

» normales à (S,) : et toutes les surfeces d'un des groupes coupe- 

. 'd Tont à angle droit chacune des surfeces des deux autres groupes. 

Coudait k !■ thAwie » Nous savous d'ailleurs que les trajectoires. (1 , a) et (i , 5) sont 

Sl"™.;tiHir« ^ » les lignes de plus grande et de moindre courbure de (S,) j par 

'"*"■ » conséquent , nn premier groupe de développables , les (A,) , par 

;» exemple , tracent sur les primitives (S.) tolites les lignes (1,3) 

>• de- plus grande courbure, et le second groupe de dévdoppables'i 

9 les (A3), toutes les lignes (1 , 5 ) de moindre c«urbure, 
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» Pftsaons maintenant à l'examen des éurfaces tropéïdes de ce iv>* mémous. 
» nouTeaa système. Si nous supposons qu'une arête (a , 3) de (A.) , 
» c'est-à-dire une normale de (S,), prenne succesâvement toutes 
i> les positions ppsvbles sur la même dérdoppable (A,), les inter- 
» sections successrres de cette droite engendreront- le tropiq^ue 
» [3, 3] de cette développable : c'est ce qu'on appelle son arête 
» de rebroussement Mais &a changeant infiniment peu de position , 
» la droite tourne autour du point qu'elle a sur le tropique [3, 3], 
D tandis que le point de cette normale , placé sur (S,) , décrit d^ps 
» l'eapace un petit arc de cercle tout entier sur la primitire (S,) , 
]> tout entier sur la développable (A,) que l'on c<)n8idère , et par 
» conséquent tout entier sur la trajectoire ( 1 , a ). 

» Ainsi chacun des points du tropique [a , 3] est un centre de 
» courbure poUr la trajectoire (1,2); le tropique entier est la dé- 
» veloppée dé la trajectoire. De même , les surfaces développablea 
» (A,) tracent'sur (S,) des courbes (1, 5)dontlescent^e8decour- 
» bure sont les points correspondants des tropiques [5, 3], et 
» dont ces tropiques mêmes sont par conséquent les développées. 
» Observons maintenant que tous les points de la normale de (S,), 
T> placés entre (S.) et le tropique le plus voisin, sont plus près du 
j> point application de la normale, que de tout autre point de(S,), 
7> et qu'au contraire les points de la normale au-delà du second 
» tropique , sont plus loin du point d'application que de tout autre 
» point de (S,) ; donc en deçà et au-delà des deux tropiques, aucun 
» point de la normale ne peut être le ceiitre d'un cercle oscula- 
» tèur de (S,) au point d'application ; donc les points de la normale , 
% placés sur les deux tropiques, sont les centres du plus petit et du 
» plus grand cercle osculateur de (S,). Ces points ont été nommés 
» céittres de courbure de la surËice (S,), l[>arce qu'ils fixent les limites 
n de cette courbure que , d'aiUeiu^, ils déterminent cdmptettêment 
» La' direction du plus petit cercle étant sur (S,) celle, de. la 
» plus grande courburft des sections normales , si, sur (S,) , Vo% 
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• MÉMOIRE. }> suit toujours la direction de pins grande courbure , on décrira 
5) ce qu'on appeDe une ligne de plus grande courbure; si an 
■» contraire, on marche toujours sulyant la direction de moindre 
» courbure, on décrira une ligne de moindre courbure; mais alors 
» ou aura parcouru les traces des déreloppables (A») , (A,) sur (S,), 
» et ces traces se coupent partout à angle droit ; donc les lignes 
» de difiërente courbure se coupent constamment à angle ^it. 

> C'est UQ des principes fondamentaux de la théorie des lignes de 
» couri>ure. 

» U est évident, d'aUleuts, que là courbure des arêtes rectiligues 
» (3,3), (a, 3)', (a,3)"...inter8ectionssuccessives'6esdéveIoppabIes 
» (A.), (Ai) , est nulle au poibt où ces arêtes atteignent les tropêïdes 
j» [ff,] et [9-3]. Or, dans ce cas ^ nous avons ru que chacun des 
3> tropiques est la plus courte ligne qu'on puisse mener entre deux 
» quelconques de ses pointa sur la tropéïde qui le contient : donc 
j> chacun des tropiques des surÊtces dérélôppables (A.) et (A,) est, 
» entre deux Quelconques de ses points , la ligne la plus courte 
» qu'il soit possible dé mener sur la tropéïde [ffj ou [a-,] qui le 
» contient ; c'est-à-dire que les /^nes âes centres de l'une et de 
» l'autre courbure de (S,), sont Tes lignes les plus courtes qu'il soit 
» possible de mener entre deux quelconques de leurs points sur les 
» surfaces des centres de courbure. 

» De plus-, chaque normale ( a , 3 ) de (S,) est tangente aux deux 
i> tropêïdes («-.} et (ir,) j la déreloppable (A.) qui passe par cette 
7> normale , est tangente à hi tropéïde [tr,] , et normale k la tro- 

> pâde [0*3] i au contraire la développable (A,) qui passe' pcf la 
3> m^e normale , est normale à la tropéïde [rj , et tangente à 
» la tropéïde [9^ : d'où il soit que. les deux tropêïdes [ir,^ et [ff,], 
» Tues d'un même point, ofiEriront des contouira apparenta, réd- 
» proquement orthotcmùques , c'est-à-dire , dont les projections 

> se couperont constamment à angle droit : substituez à l'eqve»- 
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9 ùôQ fropéïde oa c$ntrtH:urpide , U longue suite dé mots : la iy« hémoisa 
i> surfme de9 centres d'une Courbure de îa mrface primitive , 
3> 0t oe théorème se présentera bous la forme qu'on lui donne 
» on^aireioeid^ dans la tliéoriede la ^Dourbure des suF&ces. 

3) ObseiTons maintenant que les surfeces primîtires (S,) étant 
3» forme'es par une augmentation ou par une dîmînntion uniforme 
» de toutes les normales , elles ne peuvent se rencontrer nulle part , 
3> et par conséquent former leur tropéïde [o-,] ^, dans ce cas, 
30 n'existe point. Le système particulier d'orthotomides qui nous 
T> occupe , ne peut donc avoir quç deux surÊtces trop^ides [9*0 et 
» [a- J, lieux des cenfres de courbure des (S,), et par conséquent 
» aussi , qu'une couii)e hypertropique 05 , IIT] , intersection de [o- J 
» et de [ffj. 

j» Si nous considérons la surÊtce (S,) lorsqu'elle atteint une des ocndnngrtpbiqm 
» trqteides , [ir,] , par exemple , elle y trace une véritable arête de ^^i^^^^ 
» rebroussement ; c'est le tropique des lignes de couiture (i, a^. •"''»««• 
3> De même , en atteignant la tropéïde [0*,] , elle y trace une seconde 
» arête de rebroussemeot ; c'est le tropique des lignes de courbure 
» (1,5). Enfin , (S,) rencontre à la ibis les deux tropéïdes [r,] , 
2) [9-,] en un point hypertrc^iquesonblable à ceux que nous avons 
■fi décrits précédemment, fig. 7. Mais,commeon voit,lessur&ces 
» primitives (S,) n'ont «n point kypertropique qu'autant que les 
» tropéïdes [ffj et [a-j] ont à la fois un point de commun avec (S,). 
■» Monge , dans eon Mémoire imprimé, loumalde PÉcoIe Polytecb- 
x> nique, voLV, cahier XI, sur les *8arËices4Qfit les normales sont 
» tangentes à la spb^e ct au cône , indique im des points hypertro- 
9 piquet de ce genre ; c'est le point qui se trouve à la fois sur la 
D sur&ce primitive , sur le cône et sur la sphère , lieux des centres 
» de courbure. Ainai^la surface considérée par ce géomètre, ne pre- 
3> sente pas uln point sii^Uer dobt la forme lui est particulière; une 
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iv» JHÉHoiits. » infinité d'autres sur&ces peuvent jouir de la mâmê pi^rïété y et 
7> Dons Tenons^e Toir quellee conditions sont nécessaàres pour cela. 
. »-Noua avons tu «icore que les ombilics d'une suriàce (Si) , 
j> quelle que soit leur e^ce , sont des points tels que la trajec- 
y> toire qui te» contient tcHis, va reocoatrer en uji même point les 
» deux tropeïdes [ffj et [Vs] : donc lorsque la surËice (S,) aura 
» quelqu'ombiUc , il feudra que sa normale (3,5) passant par 
» Tombilic , rencontre au même point, les deux snr&ces des 
» centres [tr,] et lit,), c'est-à-dire, que les ombilics de première et 
7> de seconde espèce sont toujours des points de la surface (S,), 
» pour lesquels les centres de plus grande et de moindre courbure 
j> se confondent, et pour lesquels , par conséquent , toutes les sec- 
» tions normales étant d'égale courbure , la surËtce (S,) devient 
» susceptible d'être osculée en tout sens par une sphère. 

Seconde rinii>tifti- » En Simplifiant notre système général de trajectoires (8,) , (S.) , 
nr>i d'orthot^i- » (Sj) , nous sommes parvenus â déterminer tout ce qui peut être 
f^l^^^^jf^ » relatif à la forme des surfaces, considérées dans l'euseinble de 
•onibM. ^ leufg lignes de courbure. Un degré de simplification encore , et 

» nous parviendrons à déterminer tout ce qui peut caractériser sur 
» la surface générale (S,) , la forme d'une ligne de courbure indivi- 
» duclle. Nous pouvons considérer cette ligne (x) comme une sur- 
» fece dont un rayon de courbure est partout nul , et nbus occu- 
» per seulement de son autre couii>are. Concevons simultanément 
3> tracées toutes les normales de cette conrbe (x)j«lles sà'ont les 
■» trajectoires de deux groupes de sur&ces orthotMnides dévelop- 
» pables (A,), (Aj). J'observe d'abord que toutes les normales 
» parties d'un même point de (X) , sont dans le.plan normal en ce 
» point à cette courbe : donc un. premier groupe de dévelo[^>ables 
» (A.) sera formé par la série des [dans normaux à (A)j or les 
- 7> développables(Aj) ont chacune leur tropique placé sur la tropéïde 
> [o-J des autres déyeloppables (A.) : d'où résulté ce théorie. 
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» Si d-un premier point de la co^i^e (A.) on passe an point con- iv- 
1» sécutif, puis au troisféme, au quauièmei etc. .., et qrfon veuille 
» qu'une première normale partie du premier point, sôit coupée 
3> par une seconde partie du second point , cel[&<i par unetroi- 
:» aième partie du troisième point, et ainsi de suite, oa.&rmera 
X autant de surfaces développaLles ( A|) que ta coUrbe (A) peitf 
j> ^Toir de normales en un seul point, c'est-à-dire, une infinité. 
j> Les arêtes de r^ronsaonent ou les tropiques de ces dévelop- 
j> pables (Âj), formeront une surËtce unique, et ce sera précis^ 
» ment la déreloppahle [o*,], formée par lea intersections successives 
-3> des plans normaux (A,) de la courbe : chacun des tropiques des 
.:d déreloppables ( A,} sera une ligne des centres de courbure de 
D la courbe primitive, et par conséquent, la tropéïde développable 
■j> [0-.] sera le lieu de tous les centres, de cpnibure de la ligne 
» com>be (A). 

» Mais chaque tropique des (A|) , est, sm- là tropéïde [ff'J, la plus 
» courte ligne qu'on puisse mener entre deux de leurs points ; 
» d'où résulte cet autre théorème : Les lignes des centres de cour- 
» bure d'une courbe (a) sont les lignes les plus courtes qu'il ^oit 
7> possible de mener sur la surfece des centres de courbure de 
'■» cette même courbe ; de manière qu'en développant la tropéïde 
D [(T.] formée par les intersections successive» des plans normaux 
3> .(S.) , toutes les lignes des centres de courbure se réduisent à la 
.:9-fois à de simples lignes droites. 

< T> -Et par conséquent, toutes les développées d'aune figne courbe 
M quelconque , sont à la fois placée?. surimé sur&çe dévdoppabte 
j> unique , où elles sont autant de lignes de plus, comte distance 
•■» entre deux qnelcMiques de leurs points. 

- » Sf donc OD applique un M sur chacun^de ces tropiques [^, a] 
. » placés sur la tropéïde [?,) , et qu'on réonisse tous ces £Is par 
9 une extrémité sur un des points de la coùrbC' (A), (w pourra 
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» fiiire marcher ce point àans qu'il Ceeae d'être placé sur la C6tvbe 
» ludaùtirej 8aii3.qac les fils cessent d'être toua teâdus, d*êtreà 
D cteiqae însttoit appliqués danslenr partie rectifiée sur un même plan 
V (à;) , Bonoalà la court» (K) , et dans leur partie pliée encore d'être 
y> sur les' tropiques [5, s] qui leur appartiennent respectivement: 
» enfin, traque ffl dans ses positions. succesaTes.derra parcourir 
-p évidemment 'toute Une développable (A,), des nornrales de (x). 

]> B fiiudra donc que les parties des ffls déjà rectifiées, n'altèrent 
% pas leurs positions respectives par la continuaUoU'de ce mouve- 
» m«it; et par conséquent, que deux mêmes fils fassent constam<- 
» ment entr'eux le même angle : donc aussi les sur&ces dévdo|V- 
D paUes que ces fils décrivent dans l'e^ace, font entr'elles un 
» angle invariable dans toute l'étendue de la courbe ; de manière 
y> que si deux fils sont un moment à angle droit , ils le seront toa- 
j> jours , et les deux sur&ces développables qu'ils engendreront , 
-j) seront pareillement partout à angle droit. 

Dr. dcu cotRWtf i> Si noUB dl)Bet<Tons Tuaintenant que la connaissance par&ile 
d un* ligna combe. ^ d'uBC couxlïe à doublc courbuTc ( 1 , ar) ne peut être donnée par 
]» moins de:<teux sur&oes développables qui la contiennent à la fois , 
» et que ces deux développai^ suffisent toujours à sa définition 
y, cQnq>lette, <m verra que ,dan8 notre sj&tême g^ral de traje&- 
» toires orthotomides, chaque courbe (i , 3) est déterminée par 
» une première développable, composée d'arêtes normales à (i , a) 
» et à ^S,}, puispar une seconde développaMe composée d'arêtes 
t nonUaled à (i,a)età (S.:)}.ou,ce quiïeyientaumème,com- 
n posée des normales de (i,:a) tangentes à (S,). Ainsi donc, un 
» rayon de courbure de (S,) est aussi le rayon de la courbure 
> qu'aJOfecte sur (S,) la li^e même de courbure de cette surËtce. 

3> IVonS' savons quela courbure des sur&ces est déterminée ea 
» un point lorsque ies deux rayons de cette courbure sont dé- 
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» terminés pour ce même points mais la courbure qui, sur la sm^e, iv» hëhowe. 
3> caractérise les li^es de coiurbnre, n'est point pom: cda déter- 
:» mioée ; ainsi , quoique généraloiient ces lignes sâettt en chaque 
j> point une double courbure arbitrairement dirigée sur. la soriUce , 
y> on peut toujours concevoir que ce point soit le sommet d*une 
» sur&ce du second degré , oscnlatrice à' la primitive ; et alors les 
7> lignes de courbure de la surËice du second degré ne seront pas 
x> osculatrices à celles de la surfôce osculée, comme il paraît 
3> naturel de le penser j elles leur seront simplement tangentes. 

x> n est évident, en effët, que le plan osculateur des lignes de 
» courbure qui se croisent au sommet d'une surËtce du second 
7> degré, est le plan même de chacune des deux sections prio- 
» cipales qui Se croisent à ce sommet j mais en considérant la 
]» ligne de couîrbWe (i ,3) sur (S,), si par les extrémités de ses 
3> rayons de courbure tangents, l'un à (S,), et Tautre à (S.) au 
» point donné , Ton mène nne ligne droite , et que par ce point , 
2> on conçoive un plan perpoidiculaire à cette droite , il sera le 
7> plan osculateur de la ligne de courbure (1 , a). Or, en général 
» ce plan ne sera normal m à(S,),nià (S,), et ne prendra 
3) cette direction que dans les cas particuliers où fna des rayond 
j> communs à la courbe (1 , a) et aux sur&ces (S,) ou (5.) , deviendra 
3> nul on infini. Observons encore que le point d'intersection de 
» la droite et de ce plan, est le centre de plus grande courbure de 
s la ligne (1,3), c'est-à-dire , le centre de son cercle oscolateur. 

V Cependant, il est souvent très-avantageux, et stutouCdans les 
» arts , de connaître la vraie courbure des lignes de courbure , et 
3> sa direction dans l'espace, parce qu'un élément cuTY^^igoe ^qne 
» étendue médiocre , peut toujours se réduire à son c^cle oscu- 
:6 iateur , et même , si le» cas où l'on se tni|ive l^exigcHt > œtte eon- 
■» naissance rend fiicile la description ponliinie de ces lignes dans 
» une étendue quelcoiique j mais , comme^ nous venons de le voh* , 
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Tvm HÉHOSE. » il dut ajtmter une doimée de plus à celles qui particularisent la 
» courbure d'une sur&de en un même point; j'ajouterai que cette 
j> donnée d^nd déjà généralement du troisièïne ordre : au reste , 
» nous reVi^drons plus tard sui" ce sujet 

Cdie* àe» UgBM ie » Lofs doDC que poUT ofotenlr les lignes de courbure d'une 
^îuteme^d^^» surfacc (S,), nous la combinons avec deux autres genres de 
^^ dl m!^ " surfaces (S,) et (Sj) , ce n'est point un vain échafaudage que nous 
» élevons pour en rendre seulement quelques parties utiles, et 
» &ire parade des autres. La sur&ce (S^ , par exemple , a sa cour- 
» bure intimement liée avec celle de ( i , a ) , ligne de courbure de 
y> (S,), et sert à completter la détermination de cette ligue. De même 
y, la surface (S3) sert à lu dctei luinatiuu de l'aud^ ligpe de courbure 
3> (1, 5) de (S,), puisque (1,3) est par rapport à (S.), comme 
j) (i,5) par rapport à (S|), une ligne de courbure. Le système 
j> générât que nous avons considéré jusqu'ici, parait donc très- 
£ propre à faire connaître et la courbure des surfeces , et celle de 
j> leurs lignes de coip-bure dans chacun des éléments dont cette 
» courbure.se compose; et c'est, à mon avis, l'un des plus 
]> grands avantages que piûsse ofiftir ce moyen de trouver les 
jp lignes de coin-bure des surfeces , si d'ailleurs il est susceptible 
9 d'en offrir quelques-uns. 

S m, 

application 'des'propriétés des surfaces trajectoires orÛiogOTiales, 
à la recherche des lignes de courbure des sur/aces en géîtéral, 
et particulièrement des surfaces du second degré. 

Dans, le paragraphe précédent , je me suis attaché spécmlement 
à déduire coqune des conséquences particulières d'une proposition 
pLtts générale encore , les propnétés générales de la courbure des 
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soifices! n semble que dans Fétat actud des sdenceft tbadiénia- ir^ héikmrE' 
tiques , le seul moyen d'empêcher que leur domaine ne devienne 
trop vaste pour notre intell^ncâ , c'est dé généraliser de plus en 
pins les théories que ces sciences embrassent, afin qu'un petit 
nombre de vérités générales et fécondes soit dans la tète de» 
hommes, l'expression abrégée de la plus grande variété dâ^&ùts 
particulieTS. • . • - 

On vient de voir que le système général de trajectoÏTes ortho-uiiBt«!*ce»j«*™ 
tonùdes n'est pas mmns que celui des sur&ces et de leurs nor- Artiifoa decow , 
maies, propre à nous Eure connaître et les lignes de courbure 
et tout ce qui tient à la courbure des sur&ces ; cependant il &ut 
avouer que souvent le système où deux des trois ^apes,8ont des 
suF&ces dév^oppables , est plus simple et plus facile à considéra 
^e le système généfal : si cela était toujours vrai, les résultats, 
que nous avons eiposés ne seraient ^aucune utilité dans leurs 
applications , et Ton ne tirerait nul avantage de ce qu'ils peuvent 
offiir de plus étendu. Mais il s*en Ëiut de beaucoup que les choses 
soient* ainsi ; dans un grand nombre de cas , et <y sont les plus 
difficiles à traiter, les sur&ces développables, soit par un de^é 
plus élevé , soit par leur nature particulière , sont moins aisées à- 
discuter que d'autres sur&ces qui seraient pourtant à double cogr- 
Inire , et qui n'en doivent pas moins alors être préférées^ 

. . Ja recherche des lignes de courbure des sur&ces da «eco^id vt 
dfjgré, en nous crfOrant un exemple étendu et remarquable de la 
méthode que nous proposons , ièra voir qu'il est en e£fet des sya* 
ténaes deaur&cej à double courbure, beaucoiç plus avantageux 
que celui des sur&ces ^velof^ables des normales ; et c'est , si je 
ne me tFpmi«, parce que cette médiode oCfre yne infinité de so> 
lutioDs diflerentea , qu'elle peut être sosceptilUe de quelque élé-^ 
SUiçfi, Ce sjBiia d'a^nis- à saisû* dafis chaque cas- 1& système le. 
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plus a^nuHagmix ,^quiè cqBa}»tçi^ t9Vt4 l'adresM de cchit qui m 
proposée de l'employer. 

PfHp' d^tetPEa{p«r lee DgQ^s 4e çoarbifre das si^iàcea du second 
dâgré, d'aprè» les toeyens- gi^néniux que qous venons de {«'éseDter,, 
aob» «Uoa> mana ^wôpDdfflr quel e?^ I9 plus Mœple (»^e de aurfece» 
«u&Ceptibleâ de «ouperàap^ droit la sur&ce qaetcooqtwi du second 
degré (£,) , dai)B toute l'étendue de leur intersection avec e^e. Nous 
formerons ensuite un sptéme de siv&ces orthotomides, composé, 
comme nous favons dit , de trois groupes diflërcnts , mais tels que 
, la surïàce du second degré que nous considérons , se troura &ire 
partie de l'un d'eux. Les intersections de cette surface avec celtes 
de chacun des deux groupes qui lui sont étrangers , seront ses lignes 
df plus grande et de moindre courbure. 

Nous savons* qu'un plan ne peut , dans une infinité de positions 
dififêrentes , couper partout à angle droit une surËice du second 
degré , si ce n*est dans les cas particuliers où celle - d serait dé-'- 
Tetoppablfht ou de révolution; dans tous les autres cas, il n'y -a 
^u'un nombre déterminé de plans qui puissent jouir d*Hne sem- 
blable propriété, deox seulement pour "le paraboloïde et troiffpour 
les sur&ces ayant un centre , comtne l'ellipsoïde et les deux hyper- 
boloïdes. Les surËices du second groupe et celles du troisième , ne 
peuvent' donc pas toutes être planes , lorstjue dans le premier 
groupe se troure la snr&ce générale du second degré (Z,). 

draKuon.!» de j«ui ' Puîéqiie la surface du {Wémier degré ne peut' êtt-e employée dans 
^^«» do «wond ^ cas, ayons recours àceHe qui la suit iratoédîatemenk dans 
Tordre de la simplicité et de la Ëicilité : demandons-nous si les sui^ces 
du second et du troisième groujfe, ne pourraient pas elles-mêmes 
être du second degré. Comparons seidement une surfece du second 
degré (2.) avec la primitive (2.); et voyons si ces dem surfeces 
peuvent* se couper à angle droit dans toate l'étendue de leur 
commune tnto'sectlon. B Ëtùt pow cela que nous considérions le» 



cby Google 



THÉORIE. "SECnOR H. %&f 

{tosituMM respecUresde lèan p)af)»lûi9»i3ts : to^qé» d«icteoBiiB6nt id* véitoiÊe. . 
nous pourroDS y parrenir. 

Tout plaa tangent à la spbère rencmbre trob axes ooordodnM 
rectangulaires partis dç centré, à des distancies de ce boitre qtà 
sont une troisième proportioika«UQ'à fordonnée-ointe^iidaiMie 4I 
an rayon : dnt oe que b coDUcfération d'an «eut Uianf^e rec- 
tangle Eut voir inHnedîatetmeBt Ce& trois distanCeB aoot eè quo 
noua tfrons s^elé les sp^ta/^entas an plan taz^tnt ( Vojrc^ la 
■note m. ) * M ' 

Mais dans les coofbes du ssconcl degré ^ la aotatoDgeMe est H 
même ponr la même abscîtse, ku^qoe l'a^ dès sdiBeissds «et Je 
même : donc la valettr que nous yân^ps. d'ipAqtier pour les sim^ 
tangente» de la spbàre , donife aussi i* râleur des aoutn^ente» 
pour ks sorfece» da seodad-degrév Ces iaoctai^cntea sont ehaernua 
la tr<^siénie pit>ponioitifeltë eàtré l'SE^>àei8se et . la tùx^é dé lia» 
correspondant sur lequel est la soutangente. __: ■ 

Done les valeui^ inverses de ces soutangentes sont les ordonnées 
mêmes, divisées p»r )e quarré des demt-axes ooTredpondants.'^ 

Or, ponr que deux siir&cés'soieirt il anf^ droit eà no point, 
nous^ aren5 Aésaoûtré (note IH de ce MëmoiFc) que b. sbnftft 
des preduft» de» tueurs iarerses Cf^nrupondantes ^ que eatle 
somme, disons-nous, dt>it toujours' ètre^ natie. Sono, ai déln 
Mirfiices 'du secobd ctegré ay^nt mêmes plan» princ^tam, -se 
Coupent à angle droiï en 1» cdrtaitt point, torsqu'-on. prendra >la 
scmnaft àa qnarré des rapports d& cbelque «rdoiaxée de ce pointf 
an produit des draû-'ases pe^aHèles a lï raènt» tffddiltfâe , Oiette 
flamme sera nulle. 

Mais en pent to^srs coac«v^^iHi edne dtt-seeopd degr^, dont 
les GOfHdoimées de chaque pmat satisfassent à une telle conditioii. 
Ce cône passera d<Mic à la Ibis par tous les poJnts-où les deux çt^- 
fiices du second degcé «« cvupont à an^ droit. C« oïiie aura 
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màaoea iptana principaux- que les deux Hor&ces géoâniles^ ââc)>nd 
degré : donc il coupera chacune d'elles suivant une cousin qui , 
projetée sur ces plans, ne seia^que du second degré. De plus, les 
sommets de ces projections seront donnés pbr les points placés sur 
les plans principaiu : cela est érià&at • 

Si nous exigeons maintenant que les' deux sœ^oès du second 
degré se coiçent à angle droiUseulcanent sur les plans principaux , 
sor ces plana uissi les mêmes-points. appartiendrcHit au cdne lieu 
de tous les points où cette intersection se &it à angle droit. Alors 
k cône et -les deux surfaces îque nous cond^rons'se cboperênt 
aoiTuit trcùs courbes qui, pn^etées sof les trois plana principaux, 
seront du second degré, <^ de plus , auront.mémto scumnets <^*^: 
donc ^l«s seront identiques. Donc, er^întles deux surfaces du 
second degré, se 'amperont à aâgie droit émis -toute l'étendue de 
leur, intersection:, si seuIeinetU, leurs fwtions priwipoles. jâ 
coupent à angle droit.. ». , 

' . ' "" ' ■ • 

FenutHm du ijvA- Maintenant que nous connaissone la condition nécessaire pour 
t^^jMdnwcond^^ ^ sur&ce générale du second degré (s.) sojtparteat coupée 
**^* ' à angje droit.par une autre sur&ce du laémâ ordre * voyons com- 

ment nous formerons un système général de çucËices jQ^ajectoireft 
ordiogonales du second degré. ' • 

Four construire la surface (2») qui. doit partout couper à aDJgiie 
dï-oit(X,), nous prendrons im point qvtelconqneÂ sorl^gr^ndaxe. 
OA de (Z,) fig. M , fciBOus tracetons sur .les 4e^x pj^os principaux 
passant pfur oet axe > les s^c^ons piin<^>ale8 de (2^ j lesqneUe» coo-^^ 
peront par conséquent à angle droit , les sections correspondantes 
de. (£t) : ainâi par la ccmdaissance d'an «enl pomt de-(S^, cette 



C«) Oiî qui du moins suront deiàx'sonuneta et deux points coaimniit; -car cettt' 
eopditiôn-déteimiae entièrànciit oik court»' da *eeond,degré. * ' 
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8urfiiceseràcoiiiptettementdétermiDée.Maisqua&dle6 deux courbes iv» hêmoibs. 
tiMi f AMI , fig. 1 9 } du second degré , sont conaxlques et se coupent 
à an^e droit ; f et y étant les fbyers de Vuâe y les rayons rec- 
teurs FM, /m forment au point M le même angle arec la courbe 
AI, et par conséquent avec sa nonnâle M/, tai^ente à «Mi : donc 
F et / sont aussi les foyers de «M/ : donc , enfin , deux courbes 
du second degré conaxiques et ortbotomiques ont les mêmes 
foyers; et réciproquement^ deux courbes du second d^é dont 
les foyers spnt identiqiies, se coupent nécessairement à angle droit ' 
On TOit par là que les sections principaies de-(2,) etÇZi) doivejtt 
avoir les mêmes f^ers, et par conséquent même excentricité. Or, 
la demi-excentiicité des courbes du second degré est ^ale à la diffê- 
rence des quarrés de leurs axés : donc, oifîn , si les deux sur^cea 
àa second déq^ (£,) , (X^ concentriques, et de plus ayant mêmes 
plans principaux , sont setdement liées entr^elles par la çonditioa 
d'avoir éqiUdiff'érènts les quarrés de leurs axes mén^ment diri* * 

géSf elles se couperont à ffiigle droi^^ea& toute l'étendue de leur 
intersection. 

Examinons maint^iant la forme et la position de -ces diverses Di*eMiio>d>c* 
Miriaees , du second de^ , dpnt le» qiWTé» des axes varient par des v*'^ 
aapneiDtations ou par des dimimttions égales. • 

Nous pouvons d'abprd supp'oser que les quarrés des. trois axe» prtmUr troupe. 
s'accroissent assez pour devenii; tous pos^j& ; et comme rien ne EUpwîdt*. 
limite cet accroissement , il n*est aucun point de l'espace', quelle' 
que soit sa dbtancè au centre commun j qui ne puisse être regardé 
comme appartenantà l'une d« ces sur&ces : il est d'ailleurs évident 
qu'elles aaat toutes des eOipaoïdes. .• ' ' ■ 

8i nous sopposons ensuite que les quarrés des «xftS: diniûnUjBn& 
jusqu'à ce que le plus petit des troi? devienne nul , les suffêice^ 
ne ccwercHit'pas d'êtrotâes dlipsoïdes; mais elles s'aplatiront de 
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iV" liâHOnic. plus en plus poor se (wnfisDdre enfin arec le plan des grandes 
sections principales. 

Enipe imûie. Lorsque le petit àxe derieiit nul, reQipsoïde devfent simplement 
Taire d'une ellipse dopt les sommets sont respectivement aux foyers 
de toutes les moyennes et de toutes les petites sections principales; 
tandis que les ibyers mêmes de cette ellipse sont aux foyers com- 
IPUDS des grandes sections principales. 

Le quarré du petit axe devenu miT, si les quarrés des axes 
diminuent encore , le quarré du petit, axe 'deviendra négatiF; et , 
tandis que les quarrés des deux autres axes continueront à dé^ 
croître , ce dernier quarré prendra des valeurs absolues de plus eu 
plus considérables. 

TaM qoe le quarré du moyen axie n'adra pas dâniDué jusqu'au 
pomt d'être devenu négatif on nui , tontes les valoars que pour-: 
roat prendre les axes entre révaoouMement da . plus petit et du 
n«^en axé; toutes ce» valetirs; ^Ës-je^eorrespondront à de^ hy- 
perboloïdes hyperboliques ou à une nappe ; et , comme les dt^t- 
- . 60Ïdcs> ces l^erbokMdes rempliront tout.r^pacedçleure points. 

a;p«iiMi*iimic>. Qirand le moyen aîce détiendra nul , l'hypcAetoîde à ^de nappe 
s'aplatira si* le plan de» moyennes sections principale», et se sera 
nlus que l'aire d'une hyperbole dont les commets .sont aux fôyers 
comœnnsdes grandes sections principales , et dont les foyers mêmes 
sont aux foyers des maj'ennes sections principales. 



Second groupe. 
Hjporbnloîilc* 



TroUiima gmuft. 

Erpabolnlda 
«Uipiifjna. 



Enfin, les quarrés des axes contiQuantencoreàdécr(^tce,a[^vtŒD* 
dront à ITivpCTbeloïde elMptique ou à deux nappes, etlte gcoupe com- 
plet de ces nouveaux h^erboloïdes rem^a l'eapace de ses points, 
comme le fôirt séparément tes. groupes des eUipao'idea et des. hypcr- 
boloides que nous venons d^ fiHlner. 

II n'est dpnc aucun point de l'espace «piion ne ;pii8de coanâcra 
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çcnnAe 'appartenant à la fois à un, eUipsoïde ^ à un hyperbolotde rv»> H£iioiitx. 
hjperbt^que et à un hjperboloïde elliptiqae da syatême générât 
des sur&ccs trajectoùres orthogonales ^ où se troure comprise 
comme indïTidu , la sur&ce primUîve du second degré : cette, 
sur&ce ayant d'ailleurs la forme la phis générale. 

Le système général des orthotomîdes du second degré est donc KKwnon dn sgon 

de coDrtmn du 

composé de trois groupes particuliers bien diatincts. Le premier nifmca 
formé par des eU^woïded , le second p&r des hyperlx^oïdes hyper- 
boliques , le troisième par de» bypeilKiloïdes elliptùpes^ D'après ce 
que nous avons démontré svr les propriétés générales des sur- 
faces trajectoires orthogonales ou des orthotomîdes , toutes les 
lignes d'une même courbure des sur&ces d'un de c^ groupes , 
sont donc aussi les lignes d'une même courbure des surfaces d'un 
second groupe : ce sont les lignes suivant lesquelles ces surËtces 
viennent se croiser à angle droit 

Ainsi toutes les lignes d'une des courbures de l'hyperboloïde- à 
une nappe ou hyperbolique , sont aussi celles d'une des courbures 
de l'ellipsoïde ; toutes les lignes de courbure de l'hyperMloïde 
elliptique sont celles de l'autre courbure de l'ellipsoïde : enfin , 
toutes les ligôea de la seconde courbure des hypOTboloïdes des deux 
genres , sont communes à ces hypetboloïdes de di£fêrent genre. 

Je dirais doue, si je pouvais parler ainsi : Les lignes d'une des 
courbiures des hyperboloïdes expriment ce qu'il y a d'elKpsoïdal , les 
autres dlijperboloïdal dans ces surÊices^ et les lignes, des .deux 
qourbures de l'elUpsoVde sont précisément ce qui le lie avec tes deux 
autres espèces de surfaces du second degré : nous montrerions 
ainsi comment et jusqi^à quel point notre système de trajectoires 
orthogonales caractérise et décompoeela courbure des sur&pes. 

Maintenant que nous avons ramené la redierche des lignes de 
qpurburç: ^ sur&ces du second degré, à la détermination des 
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amples infcrseclioDs âé ces surfoces ' aréc d'autres" sur&ces .du 
môme ordre ; cette .opéQitioD étant d'ailleurs , ainsi que noua l'aTons 
déjà dit, infiniment plas élémentaire qu'une reçherêhe directe , il va 
nous étreextrémement&cils.de connaître et lanature, etia forme, 
et les propriétés de ces lignes. ; 

lilntersection de deux surfeces du second degré , projetée sur un 
plan quelconque , «st généralement une courbe du quatrièioe degré : 
mais quand les deux succès sont à la fois symétriques par rap- 
port an plan de projection, les points de leur into'section se con- 
fondent deux à deux en se projetant sur ce plan , et le d^ré de la 
courbe s'abaissA par conséquent de la moitié. 



uanproicciioainir U' suit de là 006 Ics Hgties rfc courburc des sur/àees du 

letpluuptiDcipanz t 

^atdMconrbadajeco/u/ degré $6 projettent SUT chocuTi des plans principaux sui- 
vant des lignes courbes du second degré, dont les axesxsont 
placés sur les axes mêmes de la surface. 

Jusqu'ici nous n'avons envisagé que le système de brajectoirea 
orthogonales , formé par des surËices du second degré. Nous avons 
déterminé tout ce qui peut être relatif à la compositton générale 
de ce système, et nous venons de reconnaître à quel genre ap 
partlennent les courbes de trajection qu'il présente. 11 nous reste 
il considérer le système de lignes trajectoires orthotomiques , 
formé par l^s courbes intersections de ces surfecès. La détermi- 
nation des divers élément de ce nouveau système , sera celle 
même des lignes de conrbiire des sur&ces du second degré ^ et 
comme tous les genres possibles de ces surfeces sont à la fois 
renfermés dans un seul des systèmes généraux que nous venons 
de former i l'examen d'un seul système de trajectoires orthoto- 
miques du second degré nous fera connaître les lignes de courbure 
de tous les genres possible^ de sur&ces du même ordre. 

pour plus de clarté, nous allons démontrer avant tout, un 
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théoi^me predqu'évidçnt par lui-tnéme', et que comiaissent c«ux iv-x^UÉiiouiE. 
qui ont les moindres uôtions de géométrie descriptire. Nous en 
tirerons ensuite une conséquence qui fera connaître d'un seul 
coup d'œil fie système géilérel des lignes de courbure des siû^ces 
du second degré. 

' ' Chaque normale d'une si^fiice est aussi la normale dé toutes 
les courbes tracées sur cçtte surfece, à partir du point d'applica- 
tioQ. Mais si Tune de ces courbes est supposée plane et horizontale*, 
toutes ses normales , Â partir du même point d'application , vont être 
dans un plan vertical unique : leur projection unique sur le plan ho- 
rizontal de la courbe, sera donc la nonnale prt^rcmeut dite de cette 
courbe. Donc, si Ton coupe la surfece par un plan de projection 
quelcoijique , en chaque point de la sectioix, la normale de la surÉice 
■ aura pour projection la normale de la section même. 

Considérons maintenant dans notre système général de sur&ces 
trajectoires orthogonales du second degré (S,), (S,); (^s)» ^^^ 
surface (ï,)j ^lle est partout' rencontrée à angle droit par quel- 
qu'une des courbes (» , 3) intersections des (S.) et des (la). Donc 
si par un point donné de (£,) , on fait sur elle une section plane , 
la courbe orthotomique (a, 3) qui passe par ce point se projettera 
sm- le plan coupant, normalement à 1^ section. 

Four fixer les idées, supposons horizontal un des plans princi- 
paux du système des surfaces (Z.)) (^i)* i^»)- ^î P^ *^ point 
d'une courbe d'intersection (3,3), on mène un plan horizontal , 
il coupera la sur^e (S,) passant par ce point , suivant ime courbe 
qui projetée hOTÏzontalranent , devra couper à an^e droit la pr<H 
jection horizontale de (a , 3). 

Mais ces deux projections sont deaï .courbes du second degré ,VmitaiwuittKgnt* 
ayant, l^rs axes dirigé^ sur les Axes mêmes de la surface (£,) : 
donc, quand l'une d'dles est une elbp^ , l'Mttro est i^éces^a^er 
ment une hjperliole ; et réc^roquement 
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iv>M JNtMOifts. DoQC ké Kgœs de courbure (3,5) coomiunes aux surfaces du 
açcond ^egré (S.) et (Xi) , sont en projectioD sur les plans princi- 
paux > des ellipses ou dea hyperjwled, swvaat que les sectioDs 
{oiiicipales ooFresp^idantea de» (Xt)'soiit d» JbypwhpieB ou des 
ellipses ^*\ 

■ Donc j en général, peur coimattre la nature des courbes projec- 
tions des (a, 5), ou des (5, l), oudes{i,8),iLstiflltdeTotr si l«s 
•sections principales des (2,), des (2^, des (Sj) sont des tilipse» 
'. jou des hyperbofes; car alors les projections des (a, 3), des 

(5 , i), des (1*3) seroot sur les plans de ces sections des ky- 
fsrboles on des eU^es : rien n'est plus simple qu'un semblable 
pritére. . . 

Appliquons-le. Supposons qae les (SJ sont des ellipsoïdes , les 
(S.) des hyperboloides à une nappe > et les (S^) des bjperfioloïdes 
à deux napl^s. 

, Four, mettre de la méthode dans cet exainen, nous envisage- 
rons successÎTenaent diacun des ^upes de lignes dont se com- 
pose- le .système des courbes orthotomiques ^ nou^considérerons 
d'abi»^ le groupe ( 1, a) dont cbaque ligue est l'intersection d'an 
ellipsoïde et d'un hyperboloïde hyperbolique ou à une nappe. 
Nous passerons ensuite au groupe (i > 3) dont chaque ligne est 
formée par l'intersection d'iih ellipsoïde et d'un byperboloïde eUqi- 
llque ou à deux na^^s. . Nous nous occuperons enfin dq dernier 
^oupe (a , 3) dont chaque l%ne est formée par Tintersection d'un 
pyperbploide hyperbolique avec un hyperholoïde elliptique. 



('0 En fWtt , noiu avoDS fait Toir , fig. 1,3 > ffn àetix coOHmê ia meoBJ 
degré AMA , «Mi aj^ant leora axes aur les mêmes lignes , ae ponyaient pas se 
Couper i angle droit sans aroir mêmes fi^ers F -et f. Suirant donc que la 
Mmme ou la Afftrettce des mêmes rajotuvectentR fiMi/Miera eeatstante, on 
Sara «ne eflipae oii rat» •hjffkrMé. Or , C9 khA les àeex oouHns 'db second 
degré qui se coupent à angle. droit. 
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Les courbes ( 1 » a ) sont parumt perpendicnlaires aux sur&oes iv» MéMœA& 
(2î), c'est-à-dire, aux h;per1t>oloi^s à ^eux nappes. Mais dans ^J^J^,^^^ 
ces hyperboloïdes , les sections parallèles à la grande et à la moyenne (■ > * X 
section principales sont des bjperboles; tandis que les sectionat 
parallèles à la troisième sont des ellipses ^ 

Donc , I'. les courbes (1 , a ) , c'esl-à-dire , les lignes de cour- 
bure commuBes à l'elHpao'fde et à l^TperboloïtJc hyperbolique , 34 
prc^ettent suivant deà ellipses sur les plate de la grande et de 1^ 
moyenne section principales ^ mitfg m projetteatsairMU4k84lij^r't 
boles sur le troisième plan principal. 

Passant ensuite aux (1, 5) j, ces courbes étant partout perpea- 8Mmdp«^« 
dî(^aires aux (£«) , c^est-à-dire aux hypelboloïdes hyperboliques 
ou à une nappe , et la grande section principale de cet hyperboloïd^ 
étant seule elliptique; concluons, 

II". Que les courbes (1 , 3 ), t'est-à-dire, les lignes de courbure 
communes à Telfipsolfde et à rhyperi>oloïde «Uiptiipie coi à den^ 
nappes , se ^x^etleot s*ir le pla» 4é la pande eeotioB pnacifuda , 
suivant une hyperbole, et sur les deux autres, sipvant des eiHpses. 

Enfin , les ( s , 5 ) étant partout perpeodiculaires àuX sui^ces TrwUbu: povf 
(S,), c'^-à-dire^ aux etl^isoïdee, et toutes les aectioos de l'el-r ^^'^^' 
lipsoïde , prc^etées sur des ^aas qat^cosques- âant elliptiques } 
itopcluons, 

iU'. Que les courbes (a, 3) , c'est-à-dire , les lignes de cour- 
bure communes aux deux genres d'hyperboloïdes, projetées sur 
les trois plans principaux , sont ifes hypeiboles. 

En réunissant les divers résultats auxqoeb Twms Tenon s S'être 
conduits , nous allons former un tableau ^général qui présentera 
le système des prpjecllons des Jignes de coutbure de tous les genrea 
dififêreats de nu<fece8 du «ecfttd 4egr« j Fap^oFt«M-à-4eur centre. 
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IV-» MÉMOIRE. Forme des projections des lignes de courbure des surfaces 
du second degré. 





(I,)... ELLIPSOÏDE. ; 






PROJECTION 
sur le plan principal. 


PREMIÈRE COtRBCRE. 


SECONDE CODRBORE. 






' Des grandes sections. 
Des petite! id. 


, Elliptique. 
EUiptique. 
Hyperbolique. 
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THÉORIE. SECTION II. 377 

Après avoir Mt connaître la forme des ligpes de courbure par iv« KËMOnus, 
celte de leurs diverses projections , it reste à considérer ces mêmes 
lignes dans les relations de leurs positions respectives, et sqrtout 
dans les limites qui , si je puis parler ainsi , les séparent et les unissent 
à la fois. Four cela , revenons encore à notre système général de 
sur&ces trajectoires orthotomides du second degré. 

La surfece du second deeré dont le- petit axe a son quarré égal ^^ ■*"**• ^^'"* 
a zéro , sépare , sans solution de continuité , toutes les surÊices de 
cet ordre dont les trois axes ont leuc quarré positif, d'avec celles 
dont le petit axe senlement a son quarré négatif; cela est évident 
La surface du second degré dont le moyen axe est nul, sépare 
de même les surfaces dont deux ax%s ont leur quarré positif, et 
celles qui n'ont qu'un seul %ie dont le quatre soit positif. 

Dans le premier cas, la sur&ce devient une aire plane termi- EUipw. 
née , comme nous l'avons dit plus haut , par une ellipse dont les 
sommets sont aux foyers des moyennes et des petites sections 
principales , et dont les foyers mêmes sont aux foyers de la grande 
section principale. 

Cette courbe est la limite commune des eUipsoïdes et des hyperbo- 
loïdes hyperboliques du système général. Elle est embrassée par 
toutes les grandes sections des ellipsoïdes, et elle embrasse au con- 
traire en entier toute^les grandes sectiops des fayperboloïdes hyper- 
boliques. A mesure que les axes des ellipsoïdes décroissent , et que 
ceux des hyperboloïdes hyperboliques s'accroissent, «ces deux sur- 
faces ^'aplatissent pour se rapprocher de leur coidmuoe limite 
qu'elles resserrent de plus en plus sans pouvoir jamais l'atteindre 
qu'au moment où leur petit axe s'évanouissant, elles deviennent 
l'une et l'autre une aire plane , terminée par l'ellipse qui les sépare. 

Si donc je voulais parcourir Vhyperboloïde à deux nappes, 
efl marchant sucoessivement sur les traces qu'y laissent l'ellipsoïde 
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iv« MÉMOIRE. OU Tautre hjperbôloïde; je touraa^ saâs cesse aWour de cëtle 
ellipse limite ; plus les secohdes «xr&ces suir&Dt lesijueUeB )e 
mé dirigerais, selraietif apl&ties, p^s }e m*approcJi^âis de la 
limite, mais sans poavoir jamais l'atteindre qu^ marchant sur 
le fdan même qui sépare les ellipsoïdes des hypetlx^ïdes à une 
nappe. 



loOi le» bypotio- , „ „. ,. . 

loito dfipo^aei. deux nappes , tourneront dans an Sens ântour de relupse fimite , 
de manière à s'en approcher autant qu'on voudra , mais sans pou- 
Toir passer par elle ; toutes les lignes de la seconde courbure se 
développent pareillement autour de cette ellipse ^ sans jamais passer 
par elle, quôiqu^eû s'en approchant autant qu'on voudra. Cette 
courbe ne marque dcmc autre diose sur Vhyp^'boloïâe eUiptique 
ou à deux nappes, que les points désignés sous la dénomjnatioa 
générale A^ombilics : d'où Pon voit (jo! en faisant passer unç courbe 
du second degré par ïesfc^ers communs des mctyenne et petite 
sections principales , elle coupera chaque hyperholoïde ellip- 
tique en quatre points j dont chacun est un des ombilics de cette 
surface. Il est également focUe de voir , par la seule inspection du 
système général des trajectoires orthotomiques , que cett%surfiice 
ne saurait avoir d'autres ombilics. 

Uf pcibok. Lorsque dans le système général d'orUiotondd^ du second degré , 
le moyen axe s'évanouit, le quarré du petit axe est devenu né^tif >, 
la surface se réduit, sur le plati des moyennes sections , à nue aire 
' terminée par l'hyperbole dont les sommets et les foyers sdht aux 
foyers des grandes et des moyennes sections principales du système. 
Cette courbe est la limite qui sépare les hyperboloïdes ^ypeibo- 
liques d'avec les autres hyperbotoïdes ; «lie est embrassée par 
toutes les moyennes sections des hyperboloïdes ellipliques, et 
^e embrame au contraire en enti^ toutes les moyeiiBes sections 
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des hyperbcdcMdes byperbobquefl. A mesuré que ies axes âes hy- iv« nËfOus. 
perboloïdes hyperboliques décroissent, et que ceux des bypefr 
boloïdes elliptiques s'accroissent , ces sur&ces s'aplatissent pour 
s'approciier de leur limite qu'elles resserrent de plae en pitis, 
' sans pouvoir ratteindre que quaad te moyen ave s'éraneoissant, 
elles derieiment Ybnt et Tautre .une aire plwe droonserile pAr 
Phyperbole 4{4i les sépare. 

Nous pouvons voir actuellement , p^r des oon^idératioQs acutt Um dn ombaia •)• 
lognes à celles que nous venons d'employer pour rbyperbol<nd« ""^ p«»«ie»- 
elliptiqu& ou à deux nappes , que si nous marchons sur l'eilipsoïde en 
. nous dir^eaot suivant les dii^rents hyporboloïdes de T-un ou l'antre 
genre , nous tournerons , dans des directions normalement opposées , 
autour 4e l^hypeiiiole <^ sépare ces genres diffîrents d'hyperbo- 
loïdes, et de jaamère à pouvoir en approcher autant que nous 
voudrons, mais ^os pouvoir passer par cette eourbe limite, qu'eq 
marchant sut le plan <(ui à ia fois «nit et sépare les fayp^rboloïde^ 
des deux genres. I>e Ut nous conclurons que si, dans le plan de la 
moyenne sectioa des ellipsoïdes , on construit une hyperbole dont 
les sommets soient aux foyers de la grande section principale ^ 
et les foyers aux foyers de la moyenne section, les quatre points . 

où rbyperbole coupera l'ellipsoïde., seront autant d'ombiUcs dg 
cette surBtce, et qu'enfin cette surlàce n'en peut vf^ un plus 
grand nombre. 

Ainsi dans le système général des swfâces trajectoires orthoto- 
mides du second degré, tous les ellipsoïdes ont leuj-s ombilics 
plâtrés sur l'hyperbole qui , dans le plan des moyennes sections . 
est la commune limite des hyperboloïdes hyperboliques et des 
)ijperboloTdes elliptiques. Tous le$ hyperb<%ïdes elliptiques oitt 
leurs ombilics placés sur l'ellipse qui , dans le plan des grandes 
sections principale , est la commune limite des ellipsoïdes et 
des' byp^jxilcù'des ^j^iboliques; Enfin , leb hyp^bololfdes bype r- 
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w» MÉMOIRE. Cliques sont l«s seules aar&ces du syst&ne qui n'aieid .point 
d'ombilics. 

Bebiion de» dcm ^ Lcs dcux courbcs , lieux des ombilics du système général , ODt 
'^ entr'elles une relation extrêmement remarquable j leurs sommets 
et leurs fojers- sont placés aux foyers mêmes de^ grande et moyenne 
sections prindpales : elles sont telles toutes deux que les iôyers 
4e l'une serrent à l'autre de sommets , et réciproquement} tandis 
que d'ailleurs eUes sont placées sur deux plans perpendiculaires 
entr'eux. * - 

TautetomUiodei D'après Un théorème général que nous avons fait connaître dans - 
vMde /c^rt'd^ un Mémoire qui devait être inséré dans les Journaux de l'École 
oniur^dahro^ Polytechnique ^*\ il suit que la courbe lieu des ombilics des ellip- 
boioïdu * ''«"soldes, a pour autant de foyers tous les points de la courbe des 

nappa , et racipro- ' . . » •' ^^ 

ombilics de l'hyperboloïde elliptique , et réciproq»cment. C'est-à- 
dire, qu^ si à chaque point de cette dernière, courbe ^ on fixait 
un fil inextensible ; puis qu'un point mobile , arbitrairement placé 
sur la première courbe , réunît à la fois tous ces fils de noanière 
à les tendre tous , et que ce point ddt marcher ensuite dans l'espace 
de manière à faire varier ensemble d'un même alongement ou d'un 
même raccoiu'cissement chactih des fils. Premièrement , le mou- 
Vf^ent dé ce point serait possible et aurait lieu sans qu'aucun 
des fib cessât d'être tendu. Secondement, le points mob'le trace- 
rait dans l'espace l'ellipse même , lieu des ombilics de l'ellipsoïde. 
De plus, dans chacune des positions du point mobile, le fais- 
ceau des fils inextensibles formerait un cône droit circulaire, 
dont l'axe serait précisément la tangente à la courbe des ombilics 
des ellipsoïdes , etc. * . ' 



<*) Voyez U Correspondface PoIytBchniq«e , n" a> i" vol. et n* 5, a' Tol, 
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; Ces pr6prictcs g^éraks nous fournissent, pour la poatton des iv«* mémoire. 
ombilics des surfeces du second degré , une détermiàation tropMojn. et iroora 

imniMiainnent le* 

âimple pour que nous ne l'exposions pas ici. Si Ton prend la ombiiia da lurf.- 
somme de l'excentricité et du demi-grand axe de la grande sec- 
tion principale d'un ellipsoïde , et qu'on la porte , à partir du foyer 
<de la moyenne section et dans le plan de cette section , sur la 
surfoce même de rellipsoïde, l'extrémité de cette distance mar- 
quera quatre points sur la sur&ce de Fellipsoïde; ce seront pré- 
cisément les quatre ombiBcs: En second lieu , si l'on prend la 
sommet Fexcentridté de la moyenne section et du dedù-^ruid 
axe de lliyperboloïde elliptique , et qu'à partir des foyers de la 
grande section principale , on la porte sur cette section , on ob^ 
tiendra ainsi quatre points qui seront les quatre ombilics de 
llijperboloïde optique. (Voyez la note IV.) 

Jusqu'ici nous avons supposé que les sûlfeces du système gér Sytitaw«<oàsid'or- 
néral de trajectoires du second degré, devaient être des ellipsoïdes loide*. 
ou des byperboloïdes ; celles d'un des groi^ies pourraient cepen- 
dant devenir des paraboloïdes. Dans ce cas , les surfaces des trois 
systèmes deviendraient toutes en même temps des paraboloïdes ; 
les ellipsoïdes, ainsi que les hyperboloïdes elliptiques, devien- 
draient des paraboloïdes elliptiques dirigés en sws contraires* les 
byperboloïdes byperboliques seuls deviendraient des pàrabolwde? 
hyperboUquesi Les lignes des ombilics seraient alors des paraboles 
égales, placées dans. des {dans orthogonaux , dé manière à ce que 
le foyer de l'une fàt au s<HmDet de l'autre , et réciproquement ; 
enfin , ces foyers seraient à la fois ceux des paraboles principales 
de tout ie système. D'où l'on voit immédiatement que le para- 
boloïde elliptique à toujoturs deux ombilics réçls , et que le para- 
boloïde hyperbolique n'en saurait avoir aucun. . 

La' méthode que nous venons de donner pour obtenir les om- Léon omuik*. 

36 
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sv— MÊHonUB. bifics des ^ipsoïdes et des b jpeibdoïdes eUiptiqnes du système 
général d'ôrthotomides du second degiré, queiqae très-siii:4>le , 
pieijt être ntidue plus ample encore et j^os générale ( Voyez la 
note iV). Ajnsi, pour les paraboloïdo», les ombilics sont placés 
eur le plan des petites sectûms principale de traque groupe , 
et Ut distance de roDobilic «u fojer des noyenno» seetîbBS égale la 
distance de l'autre foyer au aonunet^ pwabolwde. 
' £n supposant daos le syst&ne général des ortbotonùdes du 
seciOBd de^, queJ«B grands axes deviennent infioia, le tableau 
cûiDpleV des proiof^on» des lignes de coia'bwe de ee» siir&ces y 
préseat^ra immédifltement le tableau des pri^ectioDs des lignes de 
courbure dâs paraboloïdeis des deux genres. 

FojTne des projections dea lignes de courbure des paraholotdes. 
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THÉOIUE. SECTION n. «83 

0& dok voir qoe ks foyèn des JàgKs et des sm&oes du second iv MBhoibe. 
deeré wveoH on «raad râle dme la détenniDalioii des lûmes de Aa^ogio ùc^niiir» 

" ' ° ° ^Ut ^ ligne» ik 

coQii)urede cessur&ces etdaisiaâxation-des Unités de ces lignes, courbim d« •»■> 

j._ , -. T. T_ ni face» dn letond da- 

Ces «To-ses granoeuis gtar^iques «cnrent cependaDt sembler au grieLinfoyendc» 

premier coap dVieil , stiacèptiblQS d*aTOir eutr'éles faâen peo -d'ana- "«»«»p™°p*'* 

lo^e. Mais aoovttut les cfaotea noas paraissent «iruagéres Tane à 

l'autre, seulement parce tpK leurs mp^rocbemeùts ne se sont 

point encore offerts à nous.; elles s'anissent dans notre esprit dès 

qu'elles nous sont préseiaée« Bom Mum rapport» tes plus naturels; 

et, si je vfc me trooc^ , c'^st à saisir «dans «hN^ue cas ctsrelalioBf 

nécesssàres, mais plus ou moins cadtéeS, existantes oitre ie6 

quan^s que l'on «obsidépe, que oonsiste la vraie Baâaphyaii|ao 

de la sdenoe. 

Monge a rendu la théorie des figues <le courbure ti-As-impCAr-' 
tante par l'ap^f^îcation qu^l en a ftnte à la ooqpe des pierres. Il a 
montré que dans la construction des voûtes, les Touteotrs qui les 
composent doivent se terminer à la sur&ce intérieure de la voûte, 
suivant des lignes de courbure de cette sur&ce , et se toudier danâ 
toute l'étendue de leurs Joùiu Buirant ies snr&fxs dêreloppableit 
des normades à la voûte , qui s'apptùent sur cette ligne do couN 
hwce. Or, tons scsTésultals ne scmt pas seolement apf>ticfd}leB ats 
voûtes , mais encore à tootes les autres puties des édifices. Ea&k , 
passant à des exemples partSc u tiBB, le même géomètre a :^t voir 
combien les sintiKes -du second degré , pv PélégaBcv et la sim*- 
plicàté de leur forme et de celle de leurs lignes de cdurbve , 
sont propres à l'aichitecture ; nous ajoOteron» jt toos les arts en 
général. 

Si la recherche des lignes de courbure de qUdques surfitces 
peut être tnléreasaDte pour les arts, pour la géemétrte, -pour 
l'analyse même que ceite science rend senéibi* par ses imegei , 
c'est donc pour les siuAces du second degré. Mab cette recheccfae 
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IV" HiaioiitE.serait incomplette, m, détemrinaDt seulement d'une mai^ere ri- 
goureuse k figure de ôes ti^és râfixant la position absolue de leur» 
diSérénts points , elle ne donnait eâ outre un moyen &cile , élémei>- 
taire , de hs construire; car dans beaucoup dé cas, la difiSeuIté 
seule ou la complication de cette opération, suffirait pour ea 
proaci^ l'usage, et rendrait ainsi sans utilité ces lignés et lesf 
sur&ces qui leur «[^rtiennent , quels que fiissent d'ailleurs les- 
aVàntages qu'elles pourraient présenter. 

; Pour conipletter ce que noua avons dit sur les hgnes de cour- 
bure des surfeces du second degré , il nous reste donc à présen- 
ter un mo}nen simpde de les décrire ; et comme le' mode de des-" 
cription par un mouvement continu est celm qui allie le plus la* 
Ëàcilité à' la précision , il ùmt que ce mode puisse être appliqué 
aux lignes de courbure des sur&ceâ du second degré , pour qu'elles 
puissent devenir vraiment utiles, aax ar^ C'est ce que aoiis allons 
essayer de Eure. - ■ . • ' . ■ ' 

Dncripdon dci ntt- '' ^ , coQime Tïtma l'avons d^à dît dans le premier Mémoire, de 

BiTei^tUkortii-^étte tiiéorie, on prend sut une droite mobile trois points i, a, 5> 

w'n^n^^^^i*' qwe. cette droite soit constfupmeht a^Uiétie a, avoir lepoînt i- 

coBiinn. aur mj premier plan fixe ( I ) ,- le point a sur un second plan (II) , 

fit le troisième 3 sur un troisième plan (III), fixe comme les 

deux jn-enùers; dans le .mouvement arbitraire de cette droite y 

chacun de ses autres points devra décrire une sur&ce du second 

d^é} toutes ces surfaces seront concentriques; elles auront pour 

centre commun Fiatersectiôn des trois plans fixes,, etc. (Yoyezle 

Mémoire déjà cité , tome VU , cahier ZIV des Journaux de l'École 

-Polytechnique. ) ' ■ 

Si les trois plans fixes se coupeiit deux à deux à angle droit , 
. toutes les sur&oes du second d^ré , engendrées par les ^<»ot8 
' dii^ria de la droite laobile, aurontsur ces plans leUrstrtns sections 
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|H^cipales ; et les trois parties de Ut drràte mobile comprises entre iv** méhoibe. 
le point générateur et les points fixes 1,3, 3 , seront égales aux 
trois axes de la sur&ce Récrite par le point génçiateur^ . 
. Ëofin si, au lieu de parcourir toute ^ sui^ce du second degré , 
le point générateur ne devait décrire qu'une çoujrbe déjà^placée sur 
une surËice du même ordre ayant meniez plans principaux que 
la première , les points 1,3, 5 de la droite mobile» qui doivent 
respectivement rester sur les plans priocqiaux (I), (IJ), (IH) ,^ tror- 
ceront des courbes du second degré ayant leurs axes dirigés, 
sur ceux mêmes des deux surfaces. . 

. Ce cas est évidemment celui des lignes de courbure des sur&cea 
âtt second degré, qui sont toujours les communes intersections de 
^eux surËiçea orthotomides du second degré , concentriques et - 
ayant leurs axes mémement dirigés.- , ... 
. Aiasj quand le point générateiir de la droite mpbile qui décrit 
une sUTËice du secon4 de^é , ne parcourt qu'une des lignes de 
courbure de cette snr&çe , la droite mobile trace sur chacun des 
plans principaux des courbes du Sj^cond degr^ , dont les axes sont 
placés sur les axes mêmes de la sur&ce. 

, Ces b^ces elles-mêmes peuvent être décrites par une droite, 
mobile dont deux points déterminés s'appuient sur les deux axes de 
la trace qu'on veut construire , et ont respectivement pour dis- 
tance au point g^ratenr de la trace, les axes mêmes de cette, 
courbe. \ , ' •.:■.. , 

. Si ^nc, dans -le plan d0 chaque section principale , aa côqçoit 
ces droites mobUes secondaires, et qu'au point générateur de, 
cliacmle d'elles soit fixé le point 1 ^ a ou 3 assujéd à rester cons- 
tammeot.&ur le plaq principal correspondant (I), (II), ou (III) 
que ron colisidère , alors il n'y aura plus: rien d'arbitraire dans la. 
position de c^te première droite mobile; tous les mouyenoents du 
.âystéme de droiteslEfiaa formée seront, devenus nécessaires, et 
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iv«* MÉMOIRE, quelque impulsion qu'on lui dorme dam tous les sens pet^ 
sibles , elle fera toujours décrire au point générateuT de la 
première droite mobile , la ligne de courbure de la surface 
primitive. Quand on ïèra Taii«r conrenableDlent la longueur des 
parties des droites m<^les secondaires, c'est-à-dire, des droites 
appartenant aux traces de la première droite moMle Sur les divers 
plans principaux, on (Rangera ik ligne de compare , et <m décrira 
ainsi saetxsàTeiii^it tontes tes lignés de couri>ure p039â>le8 sur la 
même sur&ce dn second degré. ' 

Les axes des diverses traces qui sur un même plan principal appar- 
tieDoent aux lignes d'une même couii>ure , $ont les coordonnées 
d'une courbe du second degré ; et comme nous savons décrire 
ces courbes par tin mouvement continu, nous en obtiendrons 
toujours facilement les coordôimées pour chaque point, et par 
c(»iséqâekit , les parties des droites mobiles secondaires , c'est- 
à-dire , des droites qui' doivent décrire les traces de la génératrice 
4es Hgnes de courbure. 

Qu'on std>stitae des régies à ces Sgnes ilroites mobSes, des 
rainures aux axes de la sârfirce da second degré j qu'on supprime 
une des droites niotàés secondaires , comme superflue , et l'on aura 
la plus simi^e des machines à appareiller ; ce sera cependant ceBe 
qui décrira les arêtes curvaignes des voussoirs de voâtes, termi- 
xolnéea intérieurement par des surfeces du aeoond degré quel- 
conques ; on ,'pour parler le langage de la simple géométrie , celle 
qui décrira les lignes de courbure de la sur&ce générale du second 
. degré. 

Il y Aurait sans doute encore beaucoup de choees à ^e sur 
la courbure des jurfâces du second d^é; le rapprodiement et 
la comparaison de ses divers ^ments conduirait à des i^ésaltata 
curieux , et qui pourraient souvent être utiles. Mais il nous semble 
que les principes généraux de la courbure de ces sorfiices vlomeat 
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â'être exposés arec assez de détails pour rendre ^iles ces rap- tv» MÉuontc 
{irochemeDts tfai ne sont , e^ès tout , que des conséquences plus 
ou moins immédiates , et toujours assez simples. Ne perdons pas 
de vue , d'ailleurs , le plan que nous nous aommes^ i^opoeé de 
suivre ; notre but a été de présenter sur la courbure des surfoces, 
quelques vues et quelques résultats généraux , mais' son pas de 
parier avec détail de cas particuliers où Voa n'aurait à considérer ' 
que la conrbHre de quelques siu^ces in^viduelles. Pour rendre 
sensibles les méthodes que nous arons exposées , nous avoq^ 
cherché parfois à eu faire des i^plicatioie à quelques exemples. 
Mais des exemples ne sont pas des â'aités de l'objet particulier 
qu'ils présentent i on doit n'y voir que ce qui est absolument le 
propre de la chose que l'on considère , et nous serions nous^ ' 

mêmes entrés dans beaucoap tû<àdb de détails en parlant des sur- 
iàces du second degré , si nous ne les eussions jjugées propres k 
oârir un exemple à la fois simple, étendu et remarquable , do 
tout ce que nous ayons pu dire de général sur la courbure de$ 
sur&ces. 

Par des intersections de mr&ces à doubje caurbure , mais seu- SjM«me gthuMfra*^ 
lement du aeccnad degré , nous venons de: détennioer tout ce qui pi^A^ûc ^"^oi 
peut être relatif à la conBaissence complette des lipies de eour- ^ ^^^^ 
bure de cet or^e. Nous avions cependant des sur&ces d'une nature 
plus simple à employer dans cette détermmation. Far exemfde , 
dans n^ïe sjst^e de ^bjeotoires orthogonales y nous aurions pu 
jïroidre, pour premier groupe de sur&ces, la sur&ce générale du 
eecond degré et ses eo-développantes ; et pour les deux autres 
groupes , les surKices développables des normales à ces sur&ces. 
Mais au lieu d'avoir à conàdérer nnitpiement des sur&ces du 
ee&md d^ré, que nous savons parfaitement construire, et dont 
nous pouvons , dans chaque cas , détenuioer immiédi^ment les 



ta iccfacTche ée» 
lignM dfe cooriKur. 
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Pi'"* HÉMoniE. commnaes intersectîoiis , nous aurions eu deux groupes de déve-^ 
loppables du huitième degré à combiner avec des sur&ces à double 
courbure du fi/afr/èm€ : enfin, au lieu d'un système de trajectoires 
embrassant à la fois les trois espèceis' de surÊices du second degré^ 
il eût fellu considérer successivement trois systèmes di£fei*ents. H 
est inqtile de dire que dans ce cas-ci , les développables deS nor- 
males employées a la recherche des hgoes de courbure , auraient 
présenté le moyen le plus long et le plus compliqilë : il n'eût pas 
pu; d'ailleurs , si je puis ainsi m'éxprimer , décomposer les surfece» 
du second degré dans les formes de leur courbure , comme nous 
l'avons feit en suivant la marche que nous avons proposée. 

' Au lieu de préférer toujours le système de trajectoires ortho- 
gonales développables pour parvenir à la connaissance des lignes 
de courbure des sur&ces , il Ëiudra donc dans chaque cas , ainsi 
que nous l'avons déjà dit plus haut , porter toute son attention sur 
le choix des systèmes de surËtces b'ajectoires orthogonales , dans 
lequel on devra classer la surËtce individuelle dont on se propose 
d'obtenir les lignes de courbure. PIu3 ce choix sera heureux , plus 
les méthodes qui en naîtront deviendront siinpiee et rapides , plus 
les résultats élégants et généraux ; et c'est , comme nous l'avons 
dit encore, cette indétermination même <jue présente la méthode 
exposée dans ce Mémoire , qui doit lui donner aux yeux des géo- 
mètres , le peu de prix qu'elle est susceptible d|avoir. 

Enfin, le théorème qui sert de base à^e mode de recherches , 
.semble ajouter quelque chose â la théorie des trajectoires orthogo- 
nales, en feiâMit connaître les conditions nécessaires pour que 
cette orthogonalité ait lieu dans le» intersections des groupes de 
surfaces queues qu'elles soient, conditions qui ,- si "nous -voulons 
parier le langage de l'analyse , ne sont autre chose <îue, les condi' 
tloQS d'iniégrabilite des équations dif^ntîellcs'dçs systénies de 
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surfaces rédproquemoit orthogonales, nécessaires pour que ces iv** mémoire. 
équations appartiennent à des grandeurs graphiques , et puissent 
«goifier quelque chose, conditions qui, si nous n'errons, n'araient 
pas encore été données. ' ' 

Au lieu de supposer que les snr&ces des trois systèmes soient 
des trajectoires orthogonales , on pourrait supposer les surtices 
d'un des systèmes seulement, orthqgonalea#ux sur&ces des deux 
autres systèmes , et les sur&ces de ces deux derniers système»-, 
assujéties à se couper soiis un angle constant quelconque , ou bien, 
généralement, oh pourrait si^poser que les trois systèmes de 
sur&ces se coupassent sous un ao^e quelconque , mais constant 
entre les sur&ces de deux mêmes groupes ; et dans ces cas , on 
trouTerait de nouvelles conditions qu'il pourrait être intéressant 
d'examiner , mais dont nous ne pourrions pas nous occuper main- 
tenant sans sortir de notre sujet. 

Le problème des l^ueis trajectoires a été célèbre aub'efoU ; les- 
plus habUes géomètres en ont fiiit l'objet de leurs recherches , et ces 
recherches ont à la fois été utiles à la science qu'elles ont avancée , 
et à leurs auteurs qu'elles ont honorés. Mais les difficultés qui en 
Élisaient alors tout le mérite, n'existent plus aujourd'hui. Les pas 
des sciences sont progressif ; ils sont lents et foibles d'abord ; ils 
s'accélèrent ensuite , et s'agrandissent dans leur étendue , comme 
l'espace même qu'ils ont déjà parcouru. Les choses qui demandaient 
d'un siècle les efforts du génie , deviennent par ces ^R>rt8 mêmes ^ 
des travaux sans difficulté pour le siècle suivant; et la gloire ^ était 
le prix de la cUfficulté vaincue , disparaît avec elle dans la continua- 
tion des mêmes recherches. Mais alors , indépendamment même de 
leur utilité particulière , ces sujets ne cessent pas d'êtf e intéressants 
pour nous ; ils se rattachent à llûatoire de l'esprit humain, comme 
monuments des efTorts des grands hommes pour le perfectionner. 
On aime à savoir quels objets pouvaient arrêter les premiers 
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lY» MÉMOiAE. esprits de chaque siècle , ou du moins sembler dignes de leurs 
efR)rts. Ces effî>rt3 et leur succès fournissent la mesure de nos progrès', 
et parfois de notre décadence; je Vai déjà dit, c'est rhistoire de l'esprit 
humain. Ainsi, quoique la théorie des trajectoires orthogonales 
n'oîSce plus maintenant de difficulté pour la généraliser dansVespace, 
et lui donner toute l'extension dont elle est susceptibW , elle -est 
encore digne de Tîdteatian des géomètres. Lorsqu'elle se lie ensuite 
arec d'autre; théories impcurtantes par elles-mêmes et par leurs 
applications , comme celles de la courbure des sur&ces , elle 
acquiert un nouTe»i degré dlntérét j et il tkut , si je pms parier 
ainsi , qu'elle devienne dans la science , et pour tous ceux qui la 
cultirent, élémentairo et claseique. 



PIN DU QUATHlÈm HiKOIRS. 



cby Google 



NOTES PRINCIPALES * 



DU QUATRIÈME MÉMOIRE. 



NOTE PïCEMIÈRE. 

Idées sur ïa nomenclature géométriqne. 

\.i E mot srAotomùfe «at tiré de k langu* fjFecqae ; sa i Miw fc oat pusé daw 
mille caressions de notre langae, ortAogonal, ateréotomù, eUipscufc, «K. H 
«igàifie lîitéialemait «ntiibe ooapmt à, «ag^ droit; «;*ir, dr«it; r^tî, otbiIod; 
«9W, fonas, «[çuretice, ^si&oo. « 

- n me samble qne pour peifectistaMr un peu la hi^M gîaatétnefiw , îapai&in 
A tut d'^anbf il tmAmx «onMOtcr «xehunnoMtft la t«mii»ia«i «n He aux 
•nrficei, et ktflrmiuisDii «n ifiie «RX ligMS ool»^. Par U, le tmaMul^nm 
grandeur gr^hùpte faïA^rktt A «Aie est on ligne on une nnftoe. Je f«râis 
pins , je coiuacreraïs le genre fi^nmib «nx eiff&ces , twtdis qne le genre mascolia 
serait réaerré aux longueurs et aux Tolnmes. 

Essayons d'impliquer cette nomeucUture aux smfacea du second degré , et Toyons 
l'avantage qu'elle peut avoir sur l'aucïenne , pour la rapidité et la simplicité. 

La ligne du second degré t Le Deutérùpu. 

L'aire comprise par une ligne du second degré 1 La DeUtérique. 

L'ûre de la surface du seooiiâ degré ., | La Deutéride. 

Le volume terminé par une surface du second degré l Le Deutéride. 

Offrons on autre exemple , non plus utile seulement i une claau particulière 
de surfaces j mais à toutd les suifeoes «n géaéraJ, 

Une ligne des centres de courbure {l^Cei^rocurvi^Kà. 

L'aire comprise sur la surface des centres de courbure par unel 

ligne des centres d^ courbure jLa Centrocurvùjue. 

L'ake de la Binfaea-dea cetritoea ie oaurbnrB.. ^..*-. .. .\La C^ntroaamiJ». 

Le Tolnme du co^ temané^par la suifiue àm wnttm •àei 

«ombiire ^ .VLe ■{kntmam'iA. 
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jVb« mémoire- ^oiu laûsons aux hommes dépouillés de pc^ugés , à juger dei avantages et 
des iiM^T^entB de l'innoTation qae nous {Mnposons. H est à désirer que la néces- 
sité d'un tel changement soit sentie par tous ceux qui cultiTent la vraie géomé- 
trie , et qu'ils aient le conrage d'imiter les chimistes modernes , et de refaire 
aussi leur langue. Car il est étonnant qoe les d&iominations d'une science où 
tont est hanaonie tf préciûon soient incohérentes et sonrent si pea précise». 



NOTE II. 



Tbéorême. L'angle de detuc plansétant droit, on troisième plan qui les coupe 
chaoïm sons un angle droit, à un infirment petit du premier ordre près , marque 
sur eux deox traces qni font entr' elles nn angle droit , à un infini m^m^ petit da 
second ordre près. 

Soient (I), (II) les deux plans qui se coupent à angle droit enMNfig. i3, stHOit 
«A , wB les âe«x traces du troisième plan A«B , tel que A«N , B«N ne diff<k«Qt d'oa 
an^e droit que ^un infiuimsnt petit du premier ordre. Pour rcanpUr cette der^ 
mère condition , il Etodra qu'en prenant «O ^al à un infiniment petit du pnnàer 
ordre, les droites OA, OB, menées sur les plans (I), (II) perpendîculairaneirf 
i leur intersection MN, rencontrent «A, «B i nne distaoee finie de UH- 

Or, les triangles rectangles AOB, AOm, BOv donnent 

AB* = OA» •+ OB', 
•A' = «O'+OA*, 
S.B' *= «O' + OBV . 

De là on tire imstédiatement - 

•A* + *B» = AB» + S'O'- 
Maintenant prolongeons BA jusqu'en o , de manière qu on ait 

•A' + *B» = oB" = AB* + aAB. Aa 4- Afl». 
On aura de suite 

n«0* = aAB.Aa + Aa', on fl#0* — Aa* = aAB . Aa. . 

Mais «mO* et Ao* ne penrent être .plus gmds qoe des infiairacnt petiti du second 
ordre -, AB est fini :' donc Aa doit être un' infiniment petit du second onlre. Or 
Aa est la base du triante «Aa, où «A est fini i doue l'angle o^A , . différence de 
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l'jngle B«A i l'angle droit, ne saurait surpasaer nn inSnimeat petit du Becci)iid urtmoniR • 

oïdce : c'est piéciaémeiit le principe que noua wions STUicJ. 

NOTE III. 1 : 

CondWoTis pour que àeux pîarù tangents , et par conséquent 
deux surfaces , se c'oupent à angle droit en un point donné. ' 

Puisque noua avoua rédiùt la recherche dea ligues de courbure ' i la simple 
intersection de surfacea trajectoii'Ëa o^diogouales^ et que eetfe prthogonalité d^ 
pend de celle des plans tangents aux roSmea snrftces ; voyous conunent uoua 
déterminerons , par le moyen le plus facile , la condition' néceasaire pour que 
deux plans se coupent i angle droit. 

Si nous Tenions rapporter U pantion.d'mi plan- taflgent quelconque à celle de 
trois plans coordonnés , nous pouTous le faire bien simplement, en prenant pour 
données les longueurs de chaque partie d'axe comprise entré l'origine et ce plan. 

En regardant tour à tour chacun de ces axea comme la ligne des abscisses , 
nous appellerons ces parties les soutangentes du plan tangent; c'est-ih-dire', que 
nous étendrons aux trob dimensions la dénomination consacrée jusqu'ici aux 
étendues de deux dimensions. ' . 

Donc, dans un système de coordonnées quelconque, la posifion d'an pl^ 
tangent est complettement détermîaée pax la grandeur de ses trob soiitangentes. 

Si maintenant on compare l'un avec l'autre deux plans tangents i denx surfaces 
différentes, et qn'on étabUssç entre leur position niie relation quelconque, cette 
même relation ponira donc toujours être produite par des valeurs convenal>le8 dea 
aontangentea des denx plans. Demandons-nous la M q'td fait'éépenére la ûaes 
des autres les soutangentes de deux plans qui doivent être à aagU droit. 

Deux plans se coupent i angle droit , ■ lorsqu^deux perpendiculaires à ces plans , 
parties d'un même point, se coupent elles-^nèmes à angle droit, ^ 

Rapportons nos deux plans tangents i. des coordoiAiées rectangulaires, et soient 
a, .b, c; d, y , c' leurs aoutangentes respectives ; abaissons de l'ori^e denx pei> 
pendiculatres sur ces plans;: euEn-soiènt ^,. B, C; ^'^iB',* C ks trois Coordon- 
nées du point où ces perpendiculaires rencontrent les plans tangents qni leur 
correspondent. ' ■ , 

-Piùsqne ces deux ligues soi rencontrent â angle dtoit^ foflgine, le.quarré de 
t'hypodiénuse qui joint leun eztrétoités est égal à la soinwe de lénrs qnairés. 



cb, Google 



«9* NOTES PRmCIPiOJS. 

Or , la diagonale aua parallélépipède ayant pour quairé la 10101116 des qiitir£t 
des arétea d'un même ângte de ce âolide, on eu bonclnt que le quairé d'une droite 
donnée est égal à la somme des qnairés de ses projections sur trob axes rectangu- 
laires quelconques ; mais les pFOJMitioiu flA droites que nom considârom «ont 
^déminent 

A, B, . C, 

A', r, 'C. 

A + A', B -i- 3', C + C. 
Donc on a . 

A« + B« + <?+ A" + «^ + Ç"= (A + Xr 4 (B+fir+tC-HC^*- 
Dans cette égalité, tous les quairés du premier membre sont détnûts par les 
quairés du second, ce qui donne 

e = AA'-f ÉV'+tcr. 

Telle est donc la condition qui doit lier entr'fllles les coordonnées A, B, Ci 
A', W, C, pow que les deux plans qui leur coivespondent se coupent i angle 
droit. 

Maia t eaaat la perpendiculaire projetée sur le plan des A, B et des a, i sera 
aussi perpendiculaire i la trace du plan tangent sur le jaftne plan. Donc les 
coordoonéea A, B et les soutugentes a> b seront les petits cA^ de deux 
triangles dont -les trois câtés sont respectÎTement à angle droit , ce qui donne 
immédiatensent 

A : B :: i : « ;: i : i. 

■ a b 

On aur« de mtaie, en comparu^ A. B, C, pour le p«mier plan, 

A • B.* C •• i • ' ' i 

et pour le second, 

A" R'- r» •• * • ^ • * 
A.B.. C. ^.p.^. . 

Or, JUL'+a^H-CCii=à, donc .i, + ^+p~o. 

D'où résulte ce tbéorfane général : Pour 91» deux plans tangeiis aoiaU à 
angle droit, iljliut que ià sàaaae dts Vabairsiimunws de léarw toutta^çmtet 
cormpondantés soit nzdU. 
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AvaA de termkier cetto not», nom ctx)yoiu, deroir priseotei le inojnej^ de ^^^ 

, , , !¥■• HEHOIfiE- 

doBiut lug)« de oeuz plana par lei Taleun de leurs sontaugaiites. 

Pour cela , rappelonMioTis toujours que l'angle de deux plans se oiesiire par 
celui d« deux droites qui, parties d'an mêine point, leur sont perpendionlaire^t 
Prenons l'onze pour ce point, et supposons, de plus, que les deilp: plans soDt 
équidistants de l'orijpne : ce qu'on peut faire sans rien changer à leur direction, 
ai par conséquent à l'angle qu'iW forffleQt entr'eux. 

Les perpendiculaires OM,OM', fig. i^, menées de l'origine aux deux plans donnés/ 
^taat égales par hypothèse, cherchons quel est l'angle qu'elles foiment entr'ellea 
lorsque leurs trois projections sur les axes des :r , y, 7, sont connues et repré- 
sentées, suÏTant notre nsage, par OM„ OM,, OM,; OMf^^, OM',, OM',. 

Pourcela, }e prends sur le prolongement de OM, Om=OM. Alom M, Af, n^ 
sout trob points d'un c^vle ayant O pour centre ; donc MATm est rectangle en M*, , 

£a abaissant sur OM la perpendiculaire M'/;, on a par conséquent 

^ mM '^ nOM aOM 

Or, MM" = (OM, + OM'.)'+(OM,+OM'^)'^(0»t+pM',)', . 

— aOM' = — OM», — OM",— OM», — OM", — OM*. — OM' V 
Donc Ob — OM^M'^ +OM,QM', + OM.O M'. 

* ^ ~ OM 

Donc , le rappcnt -e^ , par leqn«l on rsprésante sovreaf l'an^^ d* deux lignes 
(c'est Ce qu'on appelle lo cosinus de cet angle)-, ce rapport, dis-je, est 
Op _ OM.OM', + OMyCM", + OM.OM'. 

ôsr '■ Om.OM'"^ ^* 

IVonvons ni^ntenant les valeurs de ces lignes par le moyen des sbntangeiite* 
a, b, c; a', y, c'. ~ • 

Soient prises les longnenrs *, C, y, «', C, y', telles que 

a 'i •Z'7' p :7î:0M.:0M,:c«t:0M',:oMV:oM',:: « icry:** iC; y'. 

Xen conclus de suite 

OM,oM', : OM^OMT, : 0M.0M'. : 0M« : om" 

:: -*':»:„.': ^+s^-h' : -'•+C"+y"; 

donc 

(0M,0M',+0M^M'y+ OM.OM'.) _ (fut' + O' + y,/)' 

- OM-QM'' ~C«' + «' + y')(.'' + i** + /Ô' 
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'*MÉ3101IIE* 'c'e9t4~dire, qa'eh prenant les Taleim inrems des soulaiigetites de deux plau 
donnés , la somme des' produit deux à deiut dés valeurs inrenes correspondantes, 
dÎTÙêe piir le produit des deux droites ayant respectivement ces valeurs inverses 
.poor ^«i«a(ionq-, ce quotient > dis-re , ^ précisément ce tpi'dii appelle te cosinUt 
^e l'aagle-flarmi pal* Iw deux plans. 

NOTE IV. 

Détermination des ombilics des surfaces du second degré. 

Quand une hyperbole et une ellipse ont mêmes foyers , les rayons vecteurs de 
chaîne point où elles se coupent soiit égaux à la distance d'un même sommet 
de l'one aux deux sommets de l'autre. 

En effet, soit D la cUstance d'un foyer commun au centre commun. aA, oA' 
étant les axes placés sur la ligne des foyers, et-R, R.' les rayons vecteurs, nous 
aurons R + R.' ^ flA pour l'ellipse , R — R' = aA' pour l'hyperbole ; donc 
R=A+A', R'^A — A': or, ce sont les distances dont nous voions de 
parler. Mais ' les ombilics de l'ellipsoïde et de l'hyperiKioïde elliptique sont res' 
pectivement sur le plan de l'byperbole et de l'ellipse limites ayast alternativement 
pour foyer et pour sommet les foyers des deux grandes sections principales. 

DoDc, pour «voir les ombilics de l'eUipsoïds , u il îxifX. simplement, dnos U 
moyenne section principale , prendre pour rayon vecteur la distance du gommst 
du grand axe au foyer de la grqndç section, n 

On fera la même chose pour l'bypei^loïde. 

EnGn , quand deux paralwles ont même foyer, et même axe (mais sont diri- 
gées en sens confrère) , la distance de leurs sommets est le ra^bu vecteur du 
point où elles se coupent. ... . '. , 

Donc, (1 pour avoir lès oùibilics du paraboloïde elliptique , après avoir déter* 
miné la distaïKe dp sommet aux foyers des deux sections prindpales , on prendra la 
plus grande distance pour rayon vecteur de la section principale appartenant à l'antre 
foyer n. Ces déterminations paraissent être aussi simples qu'il est possible de le 
de$irer. " , 

riN OÏS NOTSS DU QUjlTRlilIE lliMOTRE, 
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CINQUIÈME MÉMOIRE. 
THÉORIE , 

DES 

S0RFACES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES, 

APPLIQUÉE 

A LA DÉxiBHHUTION DE^ LIGNES D£ COUABlItLË. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



VJE Mémoire tçnnioera ce que nou» avons à dire sur la thëorie 
de la courbure des sur&ces. Nous aurions voulu pouvoir y joindre 
nos recherches sur les contacts du troisième et du quatrième 
ordre. Mais, encore une fois appelés à l'extrémité de l'Empire , 
toat doit céder aux devoirs *de notre é]gct,. ^t nops nous voyons 
forcés de remettre à un autre temps la pubUcati<m de la suite de 
nos travaux. 

Avant de montrer d'one maniéré générale} les propriétés dont 
jouissent les sor&Qes tn^eictoires ortltogoiialçs quelconques, et qui 

58 



cby Google 



398 BÉVÉLÔFSËâffiM^ BE OÉCBJÉT^. 

VxHÉUOlREi les rendent propres à la recherche des lignes de courbure, nou» 
chercheroM à SêHtù voir Tiicilité dent peimt itn ce» mêmes 
propriétés , par un exemple pris sur on ordte de sutfttces trés- 
éteuda et pourtant simple eacan. Far là nous rendnms plus 
sensibles «t ^ta faciles, les ^éofedîtaft au Mp M U es nous tàcbecon» 
de parrenir. 

PARAGftAPÏtÊ PREMIER. 

DES SURFACES TRAJECTODIES ORTHOGONALES DO SECOim DEGB£. 

ARTICLE PREMIER, 

Dê^rminer les conditUms giti rendent deux surfaces du second 
degré, trajectoire or&iogûnaîes tédpra^s. 

L'équation générale des sur&ces du second degré, rapportées 
à leur centre et à leurs plan» princ^us est ^ ewnaie on sait ^ 

*•€**•+ a'f^y*-^ a'6's*= a^b'C 
Hais au lieu de nous servir de cette équation, nou» ferwi» 
^ fca -tt", jjr tel ^, jjç » e", 

et nous obtiendrons , sous une Snine plus simple , cette iS^pMi&û 
identique à k précédente 

(S)..w pqr.px'^^pqr.qr-^Mr''»^'*^Pi^-i>V* 
QXi simpletuËRt, 

(S).... piC-h qy+ ra' sspqr. 

Véquation du plan tangent à la, sur&ce (S) sera 
. >cr).... . jkkK rh fyy ■+«?(= .#^. 
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R^trésentons pareillement par YtMMtMOam 

(©) %jcXÎ-F'^T + 4'*^ — '♦^i ■ ■ 

1* une seconde sorfitce (S) j aussi dii second de^ , concentrique à 
la première; et (x>mme dte~ ayant les plans coordonnés mêmes 
pour plans prmcipaux ; a* un plan {& ) tangent a, cette sur&ce. 
Éa nommant «t, C, > les trois axes de (X) , nous aurons pa- 
relHement - i ■• 

^^^ =c a' , -ïT^ ^ €' f wf à» y*' 

Exprimons maintenant qne les surftces (S) tt (2) se coupent à 
an^e droit dans toute l^étendua de leur intersection. Il suffira pour 
cela d'exprimer que leurs ^ns tan|ebts (T) et (e), en un même 
point X, y f%^ se coupent à angje droit. Or, on sait qu'il &uC 
pour rem{Jir une tdle condition j que. la 5emme des 'produits , 
deuxÀ deux, des coeffleienls correspon4antB de ;ï, ^, xsoétégple 
à zéro 1 on «tara donc cette équation de c<nditîon 

ExprimOBfl msuttè que cette éqoefien doit avoir lieu pour tous 
les points «, y, z communs aux deçà surihces (8) et (S). Q 
firadra pour cela fiûre coexister cette éqaati(m avec les équations 
(S) et {£). Hais , combinée arec cha<Hme <Sta ceBe»-d , ^e détenoina 
entièrement les prc^ections d^e ligne courbe. Dmic en d^tomi- 
Dont ces projections successirement pour (S) et pour (S), il 
suffira ensuite d'exprimer que ces projections ont les mémes^qua- 
tiooB : ce que neos ferow ijOHne^i^teipejQt «i égalant les rap- 
ports des coefficients eorpc^i#B<tont8 dans i«8 deux éiqMiatjons dit 
conditioEL 

. l^.liminiyitdonç tow à tourx, j', z, de ce(tQ -éqn^Jtion de con- 
dition et 4«bpriiiutiTe (S); puis delà ntésaeéfiu«ti«a et de {%)t 
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.v»*MÉMOjn& nous aurooa 

{p(4— ") *'+î(4— »)r= wr.-+. 
îCT—fJr+K"— 4) «•=/»!.'■.:'* • 
r(»-r+)i"4-j>(»>— "■)x'=.Pî'--» , 

!^(''—f)x'+9{r—t)y=irf'i.r,, 
*(/>— ï)3"+4(;'— '•)2"=7='H-J>. . , 
4 (î—»") 2" +"(«—;') *'=''»4.-î- . . 
D'où nous tirerons , par la comparaison des co«ffîcienU qa& 
pana yenons de.; prép«Fer , , , - ^ - . 

• >'('• — î) = «(4—»). 
s(p— r) = ?(f — 4). 



.j>î;;=^'. 


.«»==>•■ 


( o'— *■ = »■— fv 


Ji'- = »', 


.+ =«. 


; donc 'i J- — c-. a!= e* — >v 


gr = a', 


>+==-• 


. ( c-4,ies^y-~ »■. 



B est fecile de voir que lés igrandenrs d' -t- J' , &• — c^c* — a'; 
ftf-^€*^ f»— y, y'-^ »• ne soaf a|i|re. ^choee qup^Jç^ quarrés 
des esGefitrioités des sections prinâpales des sar&câs (S) «t.(ï). 
D'où résulte ce théorème .généraL^ Si deux surfaces du découd 
degré, concentriques,. eut respectiremçnt 1^S( mêmes foyen poor 
leurs trois sections jpnncipales,. quelles que soiept d'ailleurs ces 
sur&ees , elles se couperont à angle droit dans tous jLes. points d^ 
leur commune intersection..- - . ^ 

' On peut également exprimier ce théorâne indépendamment d'aire 
cune notion de foyers ', ni d'excentricité. Il suffit de dire que les 
deux surfiices doivent aroir leurs sections principales respectÎTe^ 
tnent placées dans les niémés plans j' et les'quarréé de len^s'axes. 
coirespondants équidifférents. Ce uonvel énoncé n'est que la tra-. 



cby Google 



THÉORIE. SECTION II; 3oi. 

dactîon des trois éqoatloDs de cpndition , 

^(r — ç) = *(4— ^). 
g{p — r) = !!>(«■ — 4), 
r(q~~p) = -^{<p''T). 

Remarqxions en passant que les équations (>) étant du second 
degré, seulement en x,^, z, elles indiquent que les projections 
de la courbe commune à(S)età (S), sont des lignes au se- 
cond degré , ayant leurs axes appliqués sur les axes mêmes de la 
aurËioe, 

autrement et plus simplement' On ptat parvenir aux résultats 
exposés dans cet artide, par une voie beaucoup plus expéditivej 
il suffit pour cela d'emplpyer des considérations analogues à celles 
qui nous ont guidé danç la démonstration ^ométrique donnée 
lY' Mémoire ,. pag. 367. 

Pour cela , j'obseire que Téquation générale des deux sur&ces 
du second degré , ' 

et 

en les .divisant respectivement par a'èv, «'f^', peuvent être 
mises sous cette forme, 

• .^+?+^-=., 

et 

Si aoos retranchoits cette demiére équation de celle qui la pré- 
cède, nous obtiendrons 

, ,.(i-i)»-.+(i-i)r+G-^>- = o. 

et cette équation «jasu. lieu en mime tenq» que :ceUea dont «11» 
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3o> DÉTELOPPEUEinS DE GJÊOMËTIUE. 

v«* MÉMOiitË. est dérÎTée , la surface qu'elle rqirëseiite passe par rinteiiection 
même des deux 8ur&c«s primUiYes du secood degré : c'est l'équa- 
tion du cône ayant l'origine pour centre, et passant par l'intersec- 
tioD des deux snr&cas primUire^ 

Si maintenant on veut que les deux sur&ces prîmitiTes se coupent 
partout à angle droit , comme les équations de leurs plans tan- 
gents sont 

et 

il Ëiadra qu*«a ait tonjours oette é^utitm de conâitiDift 

Donc pour que cette 'équation puisse appartenir à toute intersec- 
tion des deux sur&ces primitives , il i&nt que cette équation ût 
nécessairement lien en même temps que 

(i-i)«'+a-^r+(?-?)--=- 

Donc il &ut que les reports de leurs coefiîcients correspondants 
soient égaux, ce qui donne 

(i_i)a...= (■-!)«.= (l_l)c^.; 

ou 

»' — a'= €'— 6's= >•— .c, 

résultat qui montre évidemment qu& pour se couper â" ojtgfe 
droit t itfaut que deux surfaces du second degré ayant mêmes 
plans principaux, aient les quarrés de leurs axes corre^ro n -' 
dants équldi^renti. 

On ferait voir av^c Êtcifité , mais un peu plus longuement , que 
deux 6vr£w}ea du ^oopd degné ne aaunâent se oaùifec partout à 
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ongle droit, ta dies n\mt -pas Mtees p^u» pdacâpaox, «t par ccrnsé- v«* hémoujl 
qinnt , ei «Ues n'ont pas auasi tes qmorée de leurs ax«e corretjH»- 
daaAs ^flTâ^tiffîreatA. D'aiUeors ce pzincipe ne nous eM pas oéceoeairQ. 

ARTICLE H. 

i/ùUersection de deux surfaces du second degré , Réfectoires 
réciproques orthogonales, est précisément pour TuTie et pour 
l'autre, une des î^aes de leur courbure. 

Four démontrer cette proposition , rappelons noos d'abord qofc 
les lignes de courbure des sur&ces sont caractérisées par la pro- 
priétéîfu'oDt les nonnales à la sur&oe suirant une de ces cdurbes, 
de former une surËice déreloppable. D'où il suit immédiatement (pie 
«î UB phoa tangent à la surfitoe fut marcher son point de contact sui- 
Tant la direction d'une ligne de courbure, la sur&ce dérek^pable 
formée par les intersections snccfissiTcs de ce plan , jouira de la 
propriété suivante : k lotîtes les prêtes rectilignes seront des énùtes 
tangentes à la aur&ce, et ncvmales à la ligne de courbure. » C'est ce 
qu'on sait di^. 

Cela posé , cherchons l'équecîoii de ces arêtes rectUignes. Si l'on 
difiërentie las équations (i){>ar rapport à x,^, 2,- elles donneront 
la position d'une droite tangente à riotersection des sur&ces (SJ , 
(Z) j or «es équatums ofirent kç deux équations diâ&eotielles 






• 4)s = o. 



Elles expriment qu'en passant d'un point de (S) ou (£)à an aotrç 
point infiniment voisin , «nmarcbe tDU)oufs sur ht commune in- 
tersection de ces stv&ces. Fa^(»« suivre ce mpavement ^au {dan 
tangeut (T). Si dans l'équation (T) je di0er«Btie . par rapport à 
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, x,^,Zf sans supposer que' lea ctXHrdomfées courantes X , T , Z 
varient j l'équation difiërentlelte que j'obtiendrai appartiendra à la 
fois au plan tangent à (S) en x^y, z, et au plan tangent à cette 
même surËtce en x+dx,j^-^dy, z-j-dz : donc cette équation 
diffîrentietle appartiendra à l'arété intersection de ces deux plans 
consécntiÊ j et , en supposant que x,y,z prennent successivement 
toutes les valeurs qui conTiennent à l'intersection (i) , l'équation 
différentielle que nous allons obtenii» appartiendra également à 
toutes les arêtes de la sur&ce déreloppcdile , tangente à (5) dans 
toute l'étendue de intersection (i). 
Or cette équation est ^ 

dm.... ;,xg+,T| + rZ=<.. • 

£q chassant ^ > ^ de cette équation au moyen des deux équa- 
tions (f(i),ona- . ^ 

(^_4)X.7.z-h(4 — 9r)x,T.z-f-(w— ?)x.j'.Z = o. 

On Tolt que cette équation est simplement du premier ordre en 
X, Y, Z, ce qui lui permet de couper le plan (T) suivant leS arêtes 
rectilignes d'une surfece développable, etc. 

J'observe maintenant que le plan exprimé par cette équation , 
est perpendiculaire au plan (0) , tangent en x, j, z à la seconde 
surface (S). Si nous prenons en effet la somme des produits des 
coefiicients correspondants, par rapport à X, T, Z dans les équa- 
tions de ces deux plans , nous aurons 

grandeur évidemment nulle. 

Donc les arêtes de la sor&ce développable que nous considé- 
rons , sont à la fois sur ce nouveau plan, normal au plan (&), et 
sur le plan (T), <$lâ lui-même est nonaal au plan (e), par hypo-: 
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- thèse. Il soit de là qae chacune de ces arêtes est normale siù plap v» méhoue- 
(0) et à l'intersectitm des pians tangents (T) et {©) qui lui corres- 
poudcDt : elle est donc aussi normalie à la courbe (i) , intersec- 
tion des ôurfeces primitives (S) et (I) : donc , enfin , la courbe (i) ' 
intersection des sur/uces (S)et (ï), est'pourl'une et pour l'autre 
une ligne de courbure. 

Ainsi « quand deux sur&ces du second degré ont les mêmes 
foyers pour leurs sections principales correspondantes , non-seu- 
lement elles se coupent partout à angle droit , mais leur inteï^eci- 
tion est à la fois une ligue de courbure pour diacuae d'elles ^*\ y> 

ARTICLE III. 

Identité des équations nouvelles des lignes de wurbure des sur- 
faces du second degré ^ avec celles trouvées par Morigé: 

Dans cet article , nous allons &ire voir que les équations des 
lignes de courbure auxquelles nous sommes parvenus dans- l'article 

(*} Un matbématicieii distingué déjà par de vrais titres , et qui fixera aa plaça 
dans un rang plus honorable encore, Binet jeune , est parvenu de son côté à ca 
même résultat. 11 l'a trouvé -coiaine iin^ corollaire des Ithéoréuesqu'il a £lût 
connaître sur les moments d'inertie et les Aces des corps'. Le Mémoire où aoiit 
consignées ses reclierches, a été présenté en 1811 i la première classe de l'Institttt 
de France, et la marche seule que l'auteur a suivie su&irait, sans son assertion^ 
pour montrer qu'il est parvemi , par une route qui lui est pSopre^'à des résultats 
qu'il croyait nonreanx. .... * 

En i8o5, )'ai trouvé les diéoi^ea qui font la base de mon Mémoire. Je les û 
communiqués à plusieurs géomètres célèbres en France et en Italie; en 1809, 
habitant les !les Ioniennes menacées par l'ennemi, incertain sur l'avenir, j'envoyai 
ce même Mémoire à l'Institut Eoya) de Haples , ainsi que je' l'ai dit an oommei^ 
cernent de cette Section. Dans sa séance du a8 mars i8l3t: l'Institut de France 
a reconnu l'antériorité de mes recherches et de leur public^on , tout en consacrant 
1* légitimité des traraux du SATant auquel je rais le [semier à rendre justice. ^ • 

. 39 



cb, Google 



3o6 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

• HÉuoniE. précédent^ sont klentiqaes avec celles que Monge a données pour 
les projections des lignes de conrbore de l'etlipsoïde , éqnatioDS 
qu'il obtient eu intégrant réquatioQ des lignes de courbure après 
- l'avoir diflerentiée d'abord pour obtenir une équation linéaire. 
(Voyez feuille XXXU des Leçons d'Analyse appliquée , données a 
l'École Polytechnique. 

Reprenons donc la première des équations (i) qui sont celles 
des projections des lignes de courbure des surlac^ du second 
de^«, Eûtes sur leurs trois plfuis principaux: 

ou 

Or . jr ss c' et ^îr = h: 

On a donc d'abord 

Eti y substituant pour w , ^ , 4 > '*™** valeurs données art. I , savoir , 

et ai nous rapp^ant que les demi-axes « , C , y de la nouvelle 
surface du second d^;ré, sont liés aux demi-axes a, 6, c de la 
première , par les équations de con^tion 

nous aurons d'abord 

+ -*=f-^ = «'-^. 

ce qui dasne iramttittment 
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Multipliant par a€y l'un et Faotre membre de cette équation, nous 
aurons 

lorsqu'on fera dans cette équation x on jv égal à zéro, les valeur» 
y et X correspondantes seront celles des axes des *x et des y 
de la courbe exprimée par cette équation. 
Or il est «rident qu'en dirisact par €% aprè» avoir hit 

y^Oy on a i-~-.X*b=«% 

«t ensuite en dirisant la mente équation par a', après aroir fiùc 



On aura donc entre ies deux axes X , T, cette relation 

*'— »* X- - - ^—y' .y — j- c»- 
et p£ff conséquent, en rertu des éqnatiotis de condtti<Hi , 

Ca) g*— c X' — *1:^. Y*=ï a'— b' 

MoBge, après aro^ donné l'équation 

pour la projection des lignes de courbure de l'ellipsoïde sur le plan 
des Xjyy fitit tov que letf axes viy n sont 'tiés entr'eux par 
l'équation de contfition 

m' ^ An' ^ B', , 

les grandeurs A, B étant 

1 _*' a* — » 

On voit donc que les X et T de Péquation ( a ) sont précisément 
les m et 72 de cette équation de condition, lorsqu'on j met pour 
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Vfu MÉMOIRE. A et B leur valeur. Notre équatioa des ligaes de courbure est donc 
identique avec l'équation déjà connue. 
Il est facile de voir pourquoi l'équatioa 
m» :^ An' = B , 
présente un double signe =f=, tandis que la nôtre ne Vofire pas ; 
«% C* étant arlntraires, s'ils sont tous deux positiË , on aura d'abord 
k signe moins pour le ternie contenant Y; mais » €* est négatif, 
ce qu'on peut toujours supposer , puisque c'est une constante ar- 
bitraire, le terme qui contient Y devient positif; et de la sorte , 
on voit que les surfaces du second degré nous présentent dans 
ce cas deux séries de projections pour leurs lignes de courbure , 
l'uuQ composée de courbes elliptiques, l'autre de courbes hyperbo- 
liques : c'est ce que nous examinertMos tout à l'heure avec plus 
de détail. 

Pour ne pas -nous arrêt»* trop long-temps sur le cas particulier 
des sur&ces du second degré, avant de passer au cas général des 
surfeces trajectcàres orthogonales quelconques, nous croyons devoir 
renvoyer à la note I , l'examen et la démonstration de quelques 
propriétés remarquables dont jouissent les projections des lignes 
de courbure eu particulier , et celles des suri^cés quelconques» 
considérées dans toute l'étendue de ces surËtces. 

ARTICLE V. 

Système générttl des. surfaces ttajectoires orthogonales 
réciproques du second degré. 

Mettons Téquation générale (2) sous la forme 

(2).... ^+|;+j"=,, 

et regardons -les trois quantités a, A, c comme des constantes. 
arbitraires. D'après ce que nous avons démontré dans notre pre- 
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inier paragraphe, si a, b, c prennent successirement les valeurs y* mémOib£ 
et, € ,y , telles que 

a'— &•=«• — y, J«_c' = ff'— >", c'— o'ss^' — a', 

toutes les surfeces du second degré qu'on obtiendra de la sorte ^ 
ou ne couperont pas du tout la surface (2) , ou la couperont par- 
tout à angle droit. Il faut Toir quelle forme générale ce système 
de surËices doit prendre dans l'espace. Mais afin de n'avoir plus à 
nous occfiper des -conditions qui lient a, b, c entr'elles, Élisons 
û' — c*=:m', b' — C!= 71"; par là Téquation (2) deviendra 

équation dans laquelle m , n sont des constantes définies , inva- 
riables , tandis que c est entièrement arbitraire : enfin , supposons 
û> b>c, d'où m> n. 

Sf nous Élisons c* infini, il fendra que m'+ c*> «'+ c* le soient 
pareillement, et par conséquent aussi a et & : c'est l'ellipsoLde li- 
mite de l'espace. 

Si nous supposons ensuite que c* diminue successivement, tant 
qu'il ne sera pas négatif, l'équation (£,) sera celle de l'ellipsoïde , 
qui diminuera aussi en tout sens. Lorsque c* deviendra nul ^ l'el- 
lipsoïde réunira ses feces supérieure et inférieure pour se réduire 
sur le plan des x, 7 , à la portion de ce plan , comprise par l'ellipse 

m* ' n* ' «' — c* ' o" — c" ' 

et le système des ellipsoïdes aura par conséquent rempli de ses 
points tout l'espace. Remarquons en passant la courbe 

limite des ellipsoïdes; ses axes 

SOT = 3/(a'-- c*) - et a» = 3{/{b*~-C) 
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y*v MÉMOIRE. g(jjj( leg excentricités mêmes, communes à tous les ellipsoïdes, ce 
qui veut dire que cette courbe a ses quatre sommets aux deux 
foyers commuas des grandes sectious principales, et aux deux 
foyers communs des petites sections principales de toutes les sur- 
Ëtces du second degré du système. 

Si c* après être devenu nul devient négatif, Téquation (2) 
deviendra 

Cela posé , si c*, après être passé du positif au négatif en s'éva- 
nouissant, croit ensuite de plus en plus négatirement , la suriàce 
(S,) d'abord. réduite à Taire plane environnant l'ellipse limite des 
ellipsoïdes , formera un hyperboloTde hyperbolique ou à une nappe 
(la gorge d'une poulie nous oCEre une forme analogue à celle de 
cet hyperboloïde). Lorsque c' sera très-petit, la gorge de cet hy- 
perboloïde sera irés-rapprocbée de TelUpse limite , et très-étraiiglée; 
au contraire , elle se (£lalera de plus en plus , à mesure que c* 
croîtra, de manière que quand c* sera égal kn' = b*—c*, l'hy- 
perboloïde à une nappe sera entièrement aplati sur le plan du petit 
et du grand axe , et Péquation (I,) deviendra celle de rhyperbole 



hyperbole dont les sommets sont aux foyers des moyennes sections 
principales 4u système r puisque la moyeime excentricité com- 
mune est de 

fl' — b* ^ m' — n*, 

valeur de Faxe réel de cette hyperbole. 

Si c* croît toujours négativement, rhyperbdloïde deviendra ellip- 
tique ou à deux nappes : on peut s'en former une idée , par exemple , 
en faisant tourner ime hyperbole sur son axe réel , elle engendrera 
çp que nous appelons un hyperboloïde elliptique. 
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Dans cç dernier cas , l'équation (S) devieiKlra . tm héuouii;- 

(^')* • • • S?=^ "■«•—«• — ?""*■ 
Cet hyperl)oloïde est apldi sur le plan du petit et du grand axe; 
c'est la partie intérieure des branches de l'hyperbole Uniite qui 
appartient aux premiers hyperboloïdes ou à une nappe ; l'autre 
partie de ce plan appartient aux hjperboloïdes à deux nappes. 
Remarquons encore que les axes de la courbe 



a cause que 

m* — «• =a* — i' , n'= t' — c*, 

sont aussi les excentricités des sections principales sur le plan 
des * , z. J" ' 

Enfin, si c* surpasse de plus en plus n', l'hyperboloïde ellip- 
tique ouTTira peu à peu chacune de ses nappes en même temps 
qu'il les rapprochera l'une de l'autre pour aller les aplatir et les 
confondre enfin toutes deux sur le plan des^, z> ou des petites 
secUons principales. Dans ce cas , la sur&ce du plan, tout entière , 
sera l'hyperboloïde à deux nappes , .et la dernière limite de nos 
surfaces j car si c' croissait négativement au-delà de m\ l'équa- 
tion (Z) devenant 



ce serait la somme de quatre grandeurs positives , et jamais elle 
De pourrait être nulle. 

Si nous considérons maintenant les intersectionâ des surfaces de 
ces divers systèmes , nous verrons que les hyperboloides à une 
nappe tracent sur les eUipsoïdes toutes les lignes d'une des cour- 
bures de ces ellipsoïdes ,. tandis que les ellipsoïdes à deux nappes 
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T"HÉMCHRE, tTâceot sur ces mêmes ellipsoïdes toates les lignes de leur seconde 
courbure. 

Nous verrons que les hyperboloïdes à une nappe, en traversant 
les surfaces ellipsoïdes , y tracent des courbes qui tournent toutes 
autour de l'hyperbole 

m' — n* ' B* 

limite de ces hyperboloïdes; et qu'à mesure que les byperboloïdes 
à une nappe s'aplatissent , à mesure aussi les courbes d'inter- 
section s'approchent de l'hyperbole des limites, sans pouvoir jamais 
la toucher que ^^land Thyperboloïde s'évanouit et devient cette 
hyperbole mêine. 

Ainsi l'hyperbole limite des (S.) et des (S,) , partant des foyers 
des grandes sections principales , s'élève perpendiculairement au 
plan de ces sections , en traversant à angle droit tous les ellip- 
soïdes, et en marquant sur chacun d'eux quatre points autour 
desquels tournent et dont s'approchent de plus en plus les lignes 
d'une des courbures de ces ellipsoïdes. 

Si nous considérons l'hyperboloïde à deux nappes , nous verrons 
qu'au lieu d'être embrassé par l'hyperbole des limites , conune 
Vautre hyperboloîde , il l'embrasse constamment, et s'en approché 
de plus en plus à mesure qu'il s'aplatit , pour se confondre' avec 
l'aire même de cette hyperbole , lorsqu'il s'aplatit enfin tout à fait 
sur le plan des moyennes sections. 

Donc les secondes intersections des ellipsoïdes et des hyper- 
boloïdes elliptiques , tournent comme les premières autour de 
l'hyperbole limite : donc en6n, cette hyperbole marque sur chaque 
ellipsoïde , quatre de ces points;singuliers qu'on a nommés ombilics, 
autour desquels les' lignes d'une des courbures croisent celles de 
l'autre courbure , de manière à l'enclaver entièrement dans leurs 
branche?, àlç resserrer de plus en plus , mais sans pouvoir passer 
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THÉORIE. SECTION II * ZiS 

par lui qu'en rcunùsaDt à la fois en une seule, deux lignes de ' 
diffêrente courbure, et les deux branches de chacune de ces lignes. 
( Cette courbe est ici la grande section principale. ) 

Il est bon de remarquer en passant , cette singularité très-pi- 
quante ; les quatre ombilics séparent quatre parties sur la moyenne 
section principale de Tetlipsoïdej deux de ces parties opposées 
fonnent une ligne unique de plus grande couri>ure , et les deux 
auti;es parties opposées, une ligne de moindre courbure. Les deux 
premières appartiennent aux byperboloïdes à une nappe , les deux 
autres appartienn««t aux byporboloïdes à deux nappes , et le point 
ombilic est celui où les deux comliures deviennent égfihaà : enfin , 
dans ce point , les deux lignes de courbure qui derraieut se couper 
à angle droit, ne sont qa» le prolongement l'une de l'autre. 

J'ai Toulu développer ici , poiur les ellipsoïdes , la mamére dont 
notre syst^e général de sur&ces décompose les formes des sur- 
fiicea individuelles qui le constituent ; et montrer , si je puis parier 
ainsi, avec qndle fterfectiiHi il dessine et caractérise la forme des 
lignes de courbure et dès éléments qui leur correspondent 
■ Paurais pu feiie voir avec une égale fecilité, que les hyperbo- 
loldesàdeux nappes ont pour «nbitics les points où l'ellipse limite 

— -f- ^ = 1 les traverse j an moyen de ces points , j'aurais dér 

composé la grande secjtion principale de ces hyperboloïdes en six 
parties , dont les .deux iatennédiaires auraient appartenu à la plus 
grande , et les quatre autres à la moindre .qpurbure , etc. . . . .; et 
par là , j'aurais mwitré que l'byperboloïde à deux nappes où ellip- 
tique est , comme V ellipsoïde ,.àa\xé de quatre ^ombilics , tandis 
que l'hyp^boloïde à une nappe ou hyperbolique , n'en saurait 
avoir aucun. 

Ces propriété^cis ellipses et des hyperboles, limita ^unûasent, 
comme on voit, un moyen tré&-simple de déterininçr immédiàtc- 

4o 
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3i4 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

y-f MÉMonB. ment les: <»DblUc8 d'une eurface da seccmd de^ë , rapportée à tes 
plaDs priocipaux. ( \oyez la n#Ce IT Aa HéiBoire précédeat ) 

ARTICLE V. 

D(i système des surfaces parahohïdes tra/ec^ires ortha^nales. 

loBcpi'id nous avons sapposé que les dlrerse» s«r£tcea dii «eoond 
Ùx/ffé ddut unis nous soDuneft oocbpés , ar^nt Imr oeatre rap- 
portéà: L'origiBe des coordoonées; cependant U est ua gmre d9 
Mffiwfis: du seooad degré ipii ne pent, ee prêter h cette h^pethè«e ; 
c'est' cehii dee poraboloïdes. On sait en «^t que le centre des 
per^xdoïdes se trouve toiqours à une distmoe i^oie du point le 
plus pt^ delà 8uiéàcè:àlaqueHe U appartient. 

Conune on if a pfqjfH encpr« :foM; oopmttre la forme et ia nature 
des lignes de coui^^ure des p9n^k>ïde8, now idlons ke défier* 
miner en eaipk>y«nt pour ceJ4 notre méthode des sur&oea tca* 
jeçt<»res orthogonales. Nons conqpletteronsaipsi (put oe quil est 
possible de dke «^ 4^ génération 4^. Ji^nea de. cowlaire des «oo 
^ces du- aeqond degpé. Enfin , p^ ce nouvel içsj^^lty ^ous- bous 
^miliariaerons. encore plue arec ces systéqi^es généraux. de. trois 
groupes de sur^ces , tels que les sur&ces de chaque grot^ sont 
coupées à angle droit par toutes les surfaces des deux autres groupes, 
etconpées Bùivanl; lèivsiigne* d« coui$)UFe. '- ' 

■ j^vanl^fdlerp}i)8l«in,ok8erv<ms-qaeléS'pâFQiiï»kiïdés du second 
degré {>réscDtenlr aliyi queleshypei^loïdes, deux rarîétés bien 
distinctes : quoiqu'ils né puissent jamais aT(»r qu'une seule nappe , 
ils peuvent être , Ginnme les bypeisboloïdes , elliptiques ou hyper- 
boliques , suivant .que leurs deQx coiffbnres sont dirigées dans le 
même sens ou en sens opposés. 

, Bons le parabolbVde elliptique, ttmtes les parsdrales qu'il est pos- 
sillledv'trsc&rsar la 8itr&ce,ont leurs -'brancheslouniéesd'nn même 
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côte de Taxe, et ré^DUlbn dfe <la «arfiicè est de'U ismie 

Alors les distHÔçes de Por^^ aux foyers ^ deiix setfliotiB 



distance du sommet de la aarfiie* ans; foyers de ces Bections , est 

Ml' , ma' . ■ ■ '.•".' 

La seconde espèce est celle où le paiaboloïde étant hyperbolique, 
a ses deux sections prîDctp&Iesdid^i^ en saos contraires et oppo- 
sées au sommet Par conséquent son équation prend la forme 



l"+:?-+^; 



et les dl6tan6f» -àa l'odgitaev ^iw foy^D «ont ifesp^UreineiA 
a'r^(f / V-4- . jj est VisîMe qn'ibi ïes' distances du sonmiet de la 

3a sa ^ . 

8ur&ce aux foyers sont respectivement ^^ , -^ j ce qui noua 
montre que le somAiet de. la parabole eA placé, entre les foyers 
de ses deux sections principales. * 

Ainsi le caractère géométrique du paraboMde elliptique , c'est 
d'avoir ses deux foyers priac^»aux d*un même c6té de t'axe , cela- 
tivement au sommet ; et le çara(Uére du paraboloj'de hyperbolique^ 
c'est d'aY<»r son somipet constamment entre ses deux foyers prin- 
cipaux. Passons maintenant à la fonnation du ^sfème général à» 
tnOcctoires orthogoni^ paiaboloïdes. 

Prenons Téquation . . ■ 

qui est susceptible d'appartcaûr.à tous les paraboloïdes possibles , 
par la TariatîoQ des signes «t de la^grandËor de- « ^ ^ » c* L'équatibd 



cby Google 



5i6 DÉVELOPPEMENTS DE f^OUÉTIOE. 

VBtMÉHOUtE. générale da plan tangent à cette surface sera 



■F' 






X, Ty Z étamtles coordonnées eetirentes du fian , et «, ^, z 
celles du point de contact. Soit maintenant 

PJ-- ?+•?+?=' 

réqaation générale d'un second paraboloïde. Nous autonsatisâ 
. »z , vY , X X 

pour réquatioQ générale du plan tangent à cette surfece. 

Si donc noua Toolons exprimer que [2,] et [2,] se coupent 
partout k angle droit, il suffira de midtipUer deux à deux les coeffi- 
cients correspondants de X, T, Z dans les équations des deux 
plans tangents , et d'égaler à zéro la somme des produits. Cette 
opération conduit immédiatement à l'équation de condition 

on 

Bfaintenant , puisque les sur&ces [£,} et [2,] se coupent partout 
à angle droit, si nous éliminons x des deux équations qui les re- 
présentent , l'équation résultante et celle de condition (c) devront 
être identiques j or, pour opérer cette élimination , il suffit de tout 
multiplier par a dans [Z,], et par a dans [2.], on aura enswte,' 
par une ample soustraction, 

(f-^).-+(5-J)r=«— . 
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, THÉOWE.SICIKI^ÎI)! , T 5»'; 

Comparant cette équatio» à celle iquejwna vaioiis.d* trouver v~ii*moiik 

leur identité conduit immédiatenà^it aiix résiiHats «avants : ' 

I*. aa,ts=— , pu a*» — a*a==!«>-'T-«c*, ■ 

ou , a (a' — y) = * (a*— c*) ; donc 



««—y* _a'~c* 



II". - aa=.y— ^ ï . ou o^'— ^a*apsaf* — «fc», 

ou a(«'— e').x=«(a'— i*)i donc... 2^=^^=^. 

Or, d'après ce que nous* avons exposé [MrélinûnairemeDt sur les 
surfaces paraboloïdes, les ijiiahtitéa' ~ - ■ ; * "*" — sont les distancée 

de forigine aux fpjers de^ grandes sections priocipales C*,;^) des 
surfoces [2,] et [2J: donc, premièrement, ces fojers sont iden- 
tiques. De même , — ~ - , —~~ représentent la distance de Forit- 
gine aux foyers des petites sections principales (x, z) de [2,] et 
[XJ : donc ^ Bciîondement, ces £>jers sont identiques. Donc enfin ^ 
la seule condition nécessaire pour que deux pànÙHdoïdes Se coupent 
partout à angle droit, c'est que le foyer de chacune de leurs sec- 
tions principales correspondantes et le sommet de la tor&ce, soient 
respectivement les mêmes. 
Passons maintenant' à la disciussion de Téquation générale 

■ ■ ■?+?+?='. 

dans laquelle «^ f , y sont liées avec Cj h^c par les deux équa- 
tions de condition 

C— &'_:i^— C- . O* — C* > — y* 
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T«*MÉMonl£. qui laissent' peâ-'<t$4^96^QtUi«6 d&* f^olA ttMtttolteb ^ytf y 
entièrement arbitraire. 

Supposons, pourtixerfeaidées^ $•>>'," et regardons >* comme 
la consta^^^arbUrfà^p. 7aqt^e>* ^erapoiàtif, les deaxiojna-s de 
[£,] seront placés à gaudie du sommet , ainsi que noua TaTons ru 
plus-bant^àHï âe 4m-f«<Hent an même, le s^otAet sera placé en 
dehors et à droite des deux foyers principaux 3 il appartiendra 
donc au inrabolotde elliptique , et tous ces parabdloïdes elliptiques 
foniker«BC ua-{>renai«r^oupe que noàs r^réssiiteroDs ainsi, ... 

. Il est visible .ènborë^^e pAt» le sosimet s^hùgnem dts fivfçrSt 
plus <« «^graenterà,-a^ que € et y\ çt.ceS' premiers paraboloïde? 
qui rempliront de leurs points tout Tespace jusqu'à l'jnfini, ne 
poun^ât 3*B cou^ef è&tr*eûï j car dans t*é<{uatIoâ ^é toti&tioil Se 
leur ifitefsection' ' " ' ■ .' • ' ' ' - - ^ ' . 



toos les termes ,soi}t^ij)néc««MifieiBent poiâib[}«tfiette:«({uat|on 
ne |>«iit,(ia(l«0M6q>i«itt >!wBsi|D<%t ftaiéslin > 

En fidsEun ensaite >■ œe ,'il ^Midra qde zn(>,£'«et l'éftulieu 
du plan di^ «,j'<l'^fWrtiea{S,] derient akm 

,W'-. ■■•.•,:■ .^+Ï = V:„ .■•...:■': 
c'est une parabole horizontale limite des: paraboloïdes , tonmëe 
vers les x uégatife , ou vers la ^uche. Le «ODunet de cette courbe 

a î>oar cdtscàsâe x= ^ ( A éteirt la terfear dé * Iàt^6 > s=bo). 

Mais dans — ^— ^= ~ -, lorsque >'=o. . . . <t = " ~ — . Donc 
le sommet de la parabole limite, placée dans le* plan des x,^, 
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: . iTBÉiCKaiE. SECnOJÏf Jt , î Sx»: 

cet av-foyirVméiaaft des sections ^neipàleâ dés i «t x.'Qa taxm^. v»* mémoirk' 
trérait «tcb ojbii.égah! fiicttilé, qœ cette puni^fMa pour fojer piétoe, 
Tautre foyer da paraboloïde. D^billeura: c'est I« cdildiiioQ g«fl^reli^ 
à Ifiquo^Q sont f(9miiUs$ tti>t4«9 les c^nvéçs de Vé(p:^t30p{S,)=fO, 
^a% 1^ p^rfibpl^ lUentis [i] sç= p p'«9t. qi^uo ca^ {«FtiçiUier. ' ' ' . 
Si y QODtiaçè de diécrokre après s'être évanoui;^ il div^ndra 
n^atif, etTéquatibn [Z^ {iyendça 63tte uAoyeUe Janœ 

.- ■ , f^v-i^+f=='+7^' ;'V^. ■',"■, ' 

c'est réquatioli dés J)àt'él)oloïde3 hyperiMliques (de ceux où le 
sommet est entre les deux foyers); et l'équatiou [2,] conservera 
cette forme tant que.C*, parla diminution continuelle de y% ne 
sei^ pas. devenu mil, et. ensuite négatif. 

, Lorsque, è' 8'évanouir,a^ [2^80 réduira. à" " 

■ ■ «— ¥=^ + &-' ■•°' :', 



Donc la limite des paraboloïdes hyperboliques qui forment le 
second groupe de nos trajectoîiKs orthogonales; cette limite , dis-)e, 
est une parabole verticale doiit le sommet tit an fojer commun 
des Sections principales faomzonbdes , tràdis que son toyet «st 
aussi celui des sections verticales x , z, puisqu'elle est eHè-m£(n« 
une des sections principale^ du système^ 

Supposons enfin que €^ s'étant ' évanoui , continue à diminuer; 
et devienne de plus en plus grand négativeiuent ; Téquation (S.] 
se transformera en celle-ci , ' 



cb, Google 



320 DÉVELOfflraMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

v»» MÉMOIRE, éqaadoh du pàraboloïde de première espèce , roaià dirigé vers ta 
droite , tandis que les paraboloïdes de ce genre, mais da premier 
groupe f sont' dirigés' vers la gauche. 

c Ainsi donc y I*. le aotamet des difiërènts paraboloïdes du système 
général peut Stre^a droite dés foyers conimuns de leurs sections 
principales; alors tous les paraboloïdes sont elfiptiqtiea; ils s'éten- 
dent tous à l'infini vers la gaucho , et iis remplissent exactement 
l'espace de leurs points. . 

XI'.Le sommetavatiçantconstamméntdélâ droite verslagauche^ 
arriT,era .cqtre. les deux foyers communs à tout 4e système ^ alors 
tous les pfiraboloïdes stwt hyperboliques , la • section principale 
du foyer encore à gauche j s'étend par conséquent encore à l'infini 
Ters là gauche, tandis qu*aa contraire la section principale du^yer 
passé à droite , s'est tournée vers la droite, où elle s'étend à 
rinfini. Tous ces paraboloïdes hyperboliques forment ensemble 
un second griSupe qui , comme le premier ^ remplit de ses ^ints 
tout l'espace, 

III*. Enfin , le sommet des ^FoboloïdeiB avançant toujours de la 
droite rtta la gauche , laissera les deux foyers à droite, et se 
trouvera à leur' gauche ; alors tous -les paraboloïdes redeviendroat 
elliptiques; ite s'étendront de même à l'infini, mais vers la droite, et 
ils formeront un troisième groupe qui, comme les deux premiers, 
remplira tout l'espace de ses points. 

D'ailleurs les. p«ralM^'des elliptiques , premier groupe, étant 
supposés séparés dos paraboloïdes hyperboliques, second groupe, 
par iine parabole horizqntale, celle-ci a son sommet au foyer 
pommun des sections verticales , et son foyer au foyer des sections 
dont elle-même Ëiit partie. . 

Au contraire, les paraboloïdes elliptiques ,, troisième groi^, 
sont séparés des paraboloïdes hyperboliques , second groupe , 
par une parabole Verticale ayant soïi somiiti&t au fo^er commua 
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THÉORIE. SECTION U. 5ai 

.des sectùms horizontales , et son foyer au . fbyer des 8e<^ns v» MÉHomÉ. 
rerticales. 

' Cette domtèf e parabole sera le lieu des ombilics de tons les pa- 
Taboloïdes, premier grtmpe , comme la première parabole le sera 
pour tous les paraboloïdes du troisième groupe- Les paraboloïdes 
hyperboliques ne pourant jamais avoir d'ombilics, n'en ont point 
non plus d'indiqués ici- 
Après avoir exposé dans tous ses détails la génération des trois 
groupes de sur&ces paraboloïdes trajectoires orthogonales, il nous 
resterait à prouver que ces sur&ces se pénètrent suivant leurs 
lignes de courbure. 'C'est ce qu'on peut &irc immédiatement par 
la -méthode d6 l'art. II. Dès-lors on verra I*. que les lignes de cour- 
bure du paraboloïde elliptique sont, ^i (»ro)ection, desparabolcs 
sur les deux plans principaux , et des ellipses ou des hyperboles 
pour la projection des lignes de l'une et de l'autre courbure 
sur .ail pl»i normal à l'axe ; II*, que les lignes de courbure du pa- 
raboloïde hj^perbolique sont des paraboles dans les deux premières 
projections , et des hyperboles dans la projection sur «n plan per- 
pendiculaire à Taxe. 

Remarquons que Texamen de notre système ne nous donne pas 
^olétnent les propriétés relatives à la courbure d'une seule variété 
des paraboloïdes, mais bien des deux espèces à la fois ; de même 
que dans la recherche des Hgnes de GOuri>ure des sur&ces du 
second degré ayant un centre , nous ifavons pas trouvé seulement 

• les piîopciétés de la courbure des ellipsoïdes ou d'un genre d'hy- 
perbotoïdes séparément Car un seul et même système de siir- 

- iàces trajectoires nous a Ëiit connaître à la fois les propriétés de 
la^nrbore des trois genres de sur&ces du second degré ayant un' 
centre. La connaissance de i'andèces genres a pour ainsi dire reflètë- 

. sa lumière sur la connaissance de U nature des. deux autres. Cest' 
là certainement un des plus grands avantages de la méthode que 
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53* DËTBLOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

V»* MKUOifiE. oous aroos employée- Mais il &nt £iire voir maintenant qa*éSs 
n'est pas due à la rencontre fortuite d'un cas plus ou moins ]ieu~ 
reus i et que le traltenient de oe cai n'est qœ la conséquence d'une 
théone générale , égaknient applicable à ^os les gemvs de surfiicc& 

s II. 

DES SVBFAGES TRAJECTOIRES 0BTB0G0HALE5 Dim DEGHÉ ET D^IIE 

fOmm QUELCONQUES. 

ARTICLE PREMIER. 

Dês etmditf&ns â^orûvogojuditê ou d*orikotomie , exprimées 
par d^équations aux âiffîéreHtieîles partielles du premier 
ordre. 

Cette propriété constante ^'ont les «ur&ce» du aeoQBid degré , 
d'être coupées suivant leurs Ugnes de coiirbure dès qa*ellea soni 
comprises dans un des trois groupas du système de tra}ectoir«s 
orthogonales; cette propriété, dia-je , n'est point pMttculière à k 
famille de surfaces qu^nous venons d'examiné. Le même tbéoréme 
s'étend également à toutes les IbnAes possibles , et voici soa énoncé 
le plus général. 

Si les sur&ces (S,), (S.) , (Sa) sont -supposées se oauper deux 
i deux à angle dr^it. dans tous les points de leurs iotersections ; 
si d« plus eliles dép^dent toutes troîa de la vtleur âbsoh» d'an 
mitoe. éléin^t « ; qua«d c^\ « [ffen^ qoocissMTeiBeBt dtrcrseft 
valeurs a', «", «"', etc...,, ka trois sor&ces «^as^eant à la fins 
4e ^ônaç et de pos^oa ^s l'ospace , se trandormcront en 
antaat 4o noqveaiix grimpes de trois sur&ces (B»/, (S^)', {S^' ) 
(fikf , (V, (S,)"i (Sk)'^ (SX, (S.r, etc.... 
■ Çebi posé , si tostes tes (S,) sont coupées à an^é droit par tootes 
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THÉORIE. SECTION U. 5s3 

tes (8.) et par toutes les (8j) , dam tonte retendue des ttaces mat- v4» uÈuonà. 
quées par cellts^i sur les premières. Si de même tes (S.) et les (S,) se 
pénte^nt constammoit à ai^e droit; alors ce Tintersection des (S,) 
«t des (S.) itf^seiitera k la fois les Kgnes d'une des courbures des 
(S,) et des (S.) ; l'intersection des (S,) et des (S,) présentera les 
lignes de la seconde courbure des (S,) et de la première des (Sj) : 
enfin, llntertection des (S.) et des (S,) présentera les ligues de 
seconde coutbure de ces deux derniers groupes de surèices.» 

Pour démontrer ce principe géoéral , nous allons d'abord expri* 
iner aaal^quemént que les surfitoes de d^rçnts groupes (S,), 
(S.) , (Sa) se coupent à angle droit, par le moyen d'équations aux 
différentielles partielles du premier ordre. 

Ces premières équations ne nous apprendront rien de particu- 
lier, il est vrai; mais en passant, par leur moyen, aux diffêren- 
tielles partielles du second ordre , les noureUes équations de con- 
dition qui Tiendront s'offrir à noua, considérées bolément,^ seront 
précisément celles des lignes de courbure des (S.) , des (S.) et des 
(S,}j ce qui présentera la démonstration générale du principe que 
nous venons d'avancer. 

Soient donc trois syatAmes de surËictâ (S,), (S.), (8^) récipro- 
quement orthogonales et de la forme 

¥(»tJyZt»)ssO, /(*,j',z,5r«)teo, f(K,j',2,4«)=ao, 

«a ti -pt étant des fonctions oriiitraires dont la nature est don- 
née par l'ortht^onalîté même des surâces de différent groupe. 
n est évident qu'en supposant x, J, s déterminés dans ces éqna- 
tioAft, «t^*> ^^ ^ seront pareillement; c'est-à-dire, que pour 
chaque -poitA de Fespace on pourra trouver trois sur&ces 
du système complet que fiousconndérons, (S,), (S,), (Sj), qui 
se couperont ai ce point à angle droit. Réciproquement aussi , 
en r^ardant x, y, t «nnme des fonctions de «, n-», 4<*> pour 
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3a4 DÉVELOPPEMENTS. DE GÉOM^RIE- 

v-»MiHOia£. une valeur particulière^ de «, de » et de 4» Xy^jasOTont déter- 
minés ; ils représenteront les points communs anx trois sur&ce» 
indÏTiduelles correqmndantes aux Vfdenrs particiUièrça de 9>^à, 
4« , que l'on considère. Cela poaé, soient les.éqi}ation6di0ëreiitkAIe8 
partielles da premier ordre ; : 



(!)■• 



{dz = j/dx •+■ q'dy 'i f 

di=p'dx + ii'dyi de ] 
dz =p"'dx + q"'dy ) [ 



(S,) 
(S.) 
(S.) 



iâp' = T^dx 4- i'dy; ' dq' = s'dx ■+- tdy. 

( II ). . . . I rfp" = r"dx + ^-dy ; Jg" = if'dx + t"dy. 

[dp'" = r"'dic +s"'dy; dq"'=s"*dx + fV/. 

les équations diffêrentielles du second ordre des mêmes stir&ces 

(s,),(s.),csj- ■. ':' .; . . 

Puisque les trois surËices générales (S,) , (S.) , (Sr), doivent se 
couper ' deux à deux à angle droit , on -aura d'abord ( Mooge f 

premières. feuilles .d'Analyse), "i. > ■ ■' " 

il -^p'p" 4-îY' = o," - ■• - 
i-^p"p"'-^ff=:o, .. :, 
1 H-p"'p' + q"'q' :=co: 

Ces équations de condition sont aussi ceUes que Làgnangë a 
données dans un Mémoire inséré ,si je ne me troupe, paraii ceux 
de l'Académie de Berlin. 

Mais le problème ainsi mis en équation , est plus que déterminé- 
Poùr que le système de ces trois équations paisse réeUement ap- 
partenir à trois séries de sur&ces trajec^ires orthogoiudes , nons 
allons faire T<»r qu'il feut de plus qu'elles satis&ssent à trois autres 
équations aux diGœrentielles partielles du second ordre. Or, ainsi 
que nous l'avons. avancé déjà, ces nouvelles cquati(His -sont pré^ 
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Gisement celles des fignea de oouiiure dés ti<(Ha groupe» de sur- y» MftmHtKi 
&çes trajectoires orthogNial^ Ge sera Vobiet de Tarticle suivant. 
. Pour concevoir pw la géométrie , quelle est l'inflaenoe de ces 
équftiions du second ordre, tpû nous apprennent cç que leé'équar- 
(ions du premier u^apprennent pas, observons que quand trois 
groupes ou séries de surfaces se pénètrent à angle droit, elles 
présentent trois séries dliitersections qui sont des lignes trajec- 
toires pareillement orthogonales j c'est ce qne oous avons appelé 
les orthotqmiques. Si donc on mène en chaque, poj^t d'un pai;eU 
système, trois pkms tangents aux trois hgnes qui s'y -croisent 
prises deux à deux , il faiïdra que les trois équation^ de condition 
du premier ordre soient satisËiitesj et dès qu'elles le seront, les 
iignes trajectoires se conperont à angle droit. 
~ Mais 9 ne aufiit pas que les l^es des trois séries de lignes 
trajectoires se coupent partout à an^e droit» pour qu'on puisse 
les supposer placées sur des sur&cés trajectoires oi'thogonales on 
orthotomides **^ C*est donc cette dernière propriété que doivent 
e^rimer les trois équations aux dififêrentielles partielles dn second 
«rdre dont nous roulons connaitre la vraie signification.-' 

Dans la filiation de ces idées, on doit reconnaître celles de 
Mbnge, sur les équations qui ne sat^font pas aux cbildïtions 



C^ Aiiui, par exemple) 'fti' noàT'coiicevoia qné sur nn spbéroïde, on trace 
un système de trajectoires orthotomiqnea , autre qne celui dee'paraflèles et de* 
méridiem , puis toutes les normales de qea sphéroïdes *,'^en alongeant ou en 
diminnaut d'une quantité cctetante toutes I^ normales à la fois, on formera une 
inBnité de sphéroïdes. En traçant sur ces nouveaux sphéroïdes , de nouvelles tra- 
jectoires orthogonales, elles formeront avec les premières . et toutes les normales 
communes, un système de lignes trajectoires orthogonales à trois dimensions. Ce- 
pendant on ne pourra former avec elles aucun sptéme de sm&ces trajectoires 
orthogonales i car les normales sont alors les intersections de^ dMx systSmaa da - 
surfaces gauches gui ne saurûent se couper partout à ai^e droit. 
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d*mtëgralriliTé , et qal dè^-lWA ne pouraot plus appartei^ à dei 
surfitces > appartiemieDt à éti lignes courbes. Senkment, ici , an 
tteu d'une seule équation aux didërentielles puiieUa, nous artuis 
trois de ces équations liées à trais séries ^uu même aygUmc de 
I^nes ou de sor&oes. 

ARTICLE II. 

Des conditions d*orthôgondlité ou d'ortkotûmîë , exprimées par 
des équations aux diffSrentiel/eS partielles du second ordre. 

Supposons maintenant que du p«ut x, y, % cOrre^KMAdant a 
^oia suriàceff traject(»res quelconques , on passe arbitrairanent au 
pointinfiBimeQtToi8inxH-(^>^+^> «4* Ji, tous les ooeflkâeBts 
diffêrentiels yaiierontà la fois, mais dej manière que les équations 
de condition entre (S.) , (S.) , (S,) ne cessent pas d'avoir lieu. 

Supposons de plu» ^'au Ueu de passer du poiot x^y^tsa, point 
X + <^x } /+ Jy , i-^^ dans une direction absolument arbitraire , 
nous m«rclii(»is sur Cintersectioa des sur&ces (S,) et (St). H est 
évident que les trois sur&ces (S,), (S^, (S.) se coupant en x^y, z 
à angle droit, l'intersection des sur&ces (S^ et (St) sera normale 
en ce point à la sur&ce (S,). Mais d'ailleurs les éqt^ons de oett« 

normale sont 

(Z— «)j^+X— »a*o, 

iZ-z)q'-hY -y ^oi 

et dl«a dûment 

dx 

d'où ^=2: 



3Z = - « ) 



3X~f" 



Cesralearsdej2>^ seront donc celle» de j^-fy et tout ren- 
trera dao» le calcul ordinaîre des difKrentielles partielles. Obser- 
Tona owiiiteiiant que quand noua pasaoua du point x, ^, t au 
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point x-^dx t y-hàj y Z'^éz ^acé satïiatcnectiiyD de»sur&ces t»*mémoiiie. 
(8b) et (Si) f ces deux Sor&ces ne cessent pas de se pénétrer k 
«BgledikHt : donc alozs réqnaftioii 

qui marqqe cette («Ihogc^iaUté ^ ike dcrit pas cesser d^aroir tieu. 
Donc aussi nous «uroQS 

équation où dp"t d^'\ dp"\ dq'" doÎTent être prises relatirena^at axxx 
(£K,(]F^y(£EdontlesTapportBg^,^ sont Ses enti'enx peu' les rela- 
tioDS qu'a fbiimies l'équation de la normale à la sur&ce (S,}. 
MaisenTcrtu des éqa£^on3,(II), cette éqmttion devient 

Or , ^ = ^ est la conditioo poor qqe ofttte équatiqp indique qu'on 
marche sur la normale de (S,) : divisant tout par dx , substituant en- 
suite % au lieu de ^ , et multipliant après par p', il viendra donc 

équation qu'on peut mettre soos la ferme mivmta, 

Si au lieu de marcher sur rinttfvection de (S.) ef (3,) , j'dvbis marché 
sur l'intertection de (S,) et 0%) , ibest vteihie qie j'atsaTs «ztbtemi mie 
éqnatio^ de condition ^aX difienHab'elles partfeUea Secondes , sem- 
blable à cell^-ci, et identique avec elle , en j changeant les signes 
(')cn("), et réciproquement. De même encore, si j'avais coor- 
donné les dxy dy^ dz de manière à marcher sur l'intersection (S,) 
et (S,), j'aurais obtenu une équation identique à la première, en 
y changeant les (')en C"), et réciproquement j et identique 
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■ uéMOlRE. avec la sebonde, en j» changeanit'la» ('^) en (*), et rânproque- 
ment. Donc, enfin, en efièctuant ces diverses transmutation», 
nous obtiendrons aux difiërentieUea partielles seconcles:, les trois 
équations de condition sniraqtes : («}•,.. , 

fteihârquone maintenant que dans ces cqnati6n8> lc% tr'où premiers 
termes de la pfcmière , sont identiques arec les trois prenùers de 
la seconde; les trois derniers de la première arec les trois premiers 
de la, troisième équation.: enfin, les trois derniers de la..seconde. 
arec les trois derniers de la troisième équation. U suit de là que 
ees é<patlons peuvent être mises sous là forme 
■ + . ■ A"'-h A''a=Oj :'■■'■■ 

A"'+ A'=o, ■ . 

A"+ A's= p, 
A', A", A*" représentant les i>arties de ces équations où se trouroit 
(r', ^j tf), (/", ^, f)y (r"', y", (■) ce qifi doEine iounédiateinent 

A'= o, A"= o, A"'=:i o- . 
Substituant pour A', A", A'" leun» premières valeurs, nous aarons 

fi'.fp"''^^- {p'q"'-^.^"P"') -f- *' -îV^ û, 
(A) . . . \t" .p'f 4- *" (i>'î"^ -4- .?>'") + f^H" = o-. 

Si nous obserrons maintenant que les équations des Dormales 
à (S,), (S,), donnent respectivement en * et j', - 



A — X p ' 



X— a? ""^ p' * X— JB p' * 
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ce seront les équations de la projection de ces/tioi& nonnales V"*mémoibc. 
sur le plan des x , ^, et en disant 

les trois équations (A) deviendront '' 

(IV).... I /^'+y'[4>+x] + t".'Px = o, 
( r"'+ y"[xH-4j + ra4 = o. 

Or ces équations sont précisément celles que nous avons trouvées 
pour l'expression des tangentes conjuguées [second Mémoire, 
§ II , art I ]. Voyez aussi ic paragraphe suivant. Cette observa- 
tion seule suffirait déjà pour nous convaincre que les intersections- 
rectangulaires des surËices trajectoires que nous considérons , sont 
les lignes mêmes de courbure de ces surfaces. Mais nous allons 
nous élever directement à cette dernière conséquence. 
. En reprenant les équatioi«ii<(lII) , art. précédent, il est évident 
qtïe la seconde nous donaera 

et tes deux autres , ■ ' 

et par conséquent , . 

py+ 3"3'"+ (p'p"-hq'q" ) (.p'p'"-h ffT) =o, 
ou 

Si dans cette équation nous substitiions pour^, % leurs valeurs 
4 et tp , nous aurons 

1 -!- *4 + 1/ + 5'4 ][/'' + îV] ^ o. 

En confinant, cette équation avec la première des équations de 

43 
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condition (IT) qu'entraîne fortbogonalité des sui^ces, 

r'+*'(<p+4)H-i'*4==oj 

en éliminant 4 par son moyen , et substituant pour f sa râleur 

% j nous aurons immédiatement 

('^^■■(Ê)"K'+*'')'-'^9'''^+ÈcC'+9'')''-K'+p'')ri+/«T'''-<'+p''y=o; 

c'est l'équation des lignes de pourbure que Monge a donnée d'abord 
dans son Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais , puis 
dans ses leçons à l'École Polytechnique. 

On Toit donc enfin que les courbes d'intersection des snrËtces 
trajectoires orthogonales , sont nécessairement des lignes de cour- 
bure à la fois sur les deux surfaces dont elles sont respectirement 
les ccnnmunes intersections. 

K nous supposons maintenant que les surfaces d'un des groupes 
•oient données j les (S.), par exemple \ l^s râleurs de p\ q', f, ^^ If 
le seront pareillement On substitua ces râleurs dans les équa- 
tions de condition du premier et du second ordre que nous arons 
trourées, et ce sera alors l'aâàire du calcul îutégcal aux diflëren- 
tielles partielles, de remonter aux. fonctions primitives des (6.) 
et des (S)) : on pourra le feire d'une infinité de mamères, ce qui 
présentera une infinité de systèmes de trajectoires <HthogonaIe8 
difiërents. Mais je ne m'étendrai pas sur ce sujet , parce que je 
me i»:opo«e d'y royenir par la suite. 

ARTICLE III 

J3es surfaces développahles trajecu>ires ùrihogOTuUes i» 
surfaces quelconques. 

Une chose extr^nement remarquablç , c'est qœ les équations de 
«ooditioa (C) , éqoiraleiUes à celles ( 0.% ou (A), ou (tV) , conâennent 
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respecUremeot p, q'^ r*, y, /', ou //*, g'', r", s", t\ aaj/"^ q", f", **, t!" t« mémoire 
isolés. D'où résulte cette conséquence : quels que soient les sys- 
tèmes de trajectoires orUiogonales dans lesquels entre une sur- 
face donnée j -toutes les courbes de trajection tracées sur elle 
par les sur/àces de deux groupes étrangers à celui qui faeoit- 
tieru; cet courbes , dis-ie, sont constamment les mêmes , et par 
conséquent elles ne dépejident que de la nature de la surface 
donnée. Examinons de plus près ce que peuvent être ces courbeS; 
qui tiennent aox trajections orthogonales des $ar&ce8, et les dé- 
temùneut ttinsi ^ sans cependant en iépendre. 

fii nous supposons qu'un des systèmes doive être composé de 
surÊtces développables , il est fecile de voir que les arêtes de ces 
sur&ces 'seront les normales des sur&ces d'un des deux autres 
systèmes , du pmniw , par exemple. 

Supposons en eflet que les sur&ccs (S,) doivent être des sur&cc* 
développablea , condition qui , comme on sait , exigera que 

c'est l'équation de la projection borizontale des arêtes, "iisia cette 
même condition rend la troisième équation de condition (a), 

décomposable en deux bcteors 

('^''H-*"'x)(n-^4')=:o, ; 

équation qui poonrait te'e saiti^te tkk égalancSzéro Fod odl^titre 

acteur , sans cesser de donner poiff ^ la même valeur ; mais % 

et 4* oe peuvent Are identiques' que pdur quelques polbtô, ott 
pour des positions particulières du systéme'^^érâl ; donc Un «eut 
de ces acteurs doit être nid , et XaxtÈn teste arbitraire. 
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t MÉMOIRE. Soit mainteiiaDt • 

. r"' + /"x=o d'où x=î-7=^î 

Or X == -£ = ^ est la projection horizontale des iKHmales aux 
sur^cës (St) : donc , premièrement , si l'un des systèmes est com- 
posé de surfaces développahles , les arêtes seront nécessairement 
normaies aux surfaces de l'un dès deux autres groupes ( article 
précédent). 

D'un autre côté , la grandeur x étant la même dans les deux 
dernières équations de condifton (TV) , Féquation % — %;=■ o sera 
celle de la projection horizontale de l'intersection des surfôces (S^ 
«t (St). Mais lorsque les surïâces (S,) sont déreloppables ^ 

est l'équation dif^rentielle des arêtes des surbces (S,) : donc alors 
les communes intersections des surfaces (S,) avec les (S,) sont 
précisément les arêtesde ces dernières ': ce que d'ailleurs nous 
aurions pu conclure immédiatement du théorème précédente 

Puisque l'équation 5C — ^=x +5=<>doitayoirliéu.enméme 
temps que j"+i" (?+x) + i"TO=o dans toete l'étendue d« 
chaque arête des (S,) , il &udra que % ne puisse varier dans cette 
équation, quelque valeur que ç puisse prendre. ' 

Or, cette coudition exige d'abord que la partie j'y + t"fi;, qui 
contient ç dans l'équation précédente, ne change pas, quelque 
Takupquepreg^t'V.ce quineise pautqu'eiifeiMnt 
. . <'+i"z=o. ■. 

Il^u|.<|ot>canasi que l'autre. [artie de la wêioe équatioa soit 
nulle d'elle-même -et qu'on ait' 

,.■,;■ l«Hr,.j"X = 0.. ■ - 
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' Ces deux conditions réunies dobnoot ,. en éfiminfoit x, r"£''~^'*=o, v*» mêhoirE; 
«quation qui montre que toutes les surËices (S.) sont aussi 
déreIo{ipàMeâ. (YoyN Mémoire- III y art>lll, pag. i&6.) 
' £nân , ces conditions n'influant en rien sur les r&leurs absolue» 
tie 4> et •>!' , la première équation («) conserve toute sa généralité y 
et l'équation (C) qui n'en est qu'une conséquence , restant toujours 
la même, représente aussi toujours les mêmes lignes sur la sur&co 
(S,) qui n*a pae cessé ^étre quelconque, et dont «es Ugne« sçat par 
conséquent celles qu'on est couTenu d'appeler lignes de caurimrjB : 
d'où résulte ce théorème : a non-seulement les normales d'une 
sur&c^ peuvent former une suite de surfaces développables, mais 
toutes ces premières développables sont croisées à angle droit par 
nn second groupe de surËices pareillement dévelc^pables, et les 
courbes trajectoires orthogonales (C) [article précédent], sont 
précisément les traces imprimées sur la sur&ce primitÎTe (S,) par 
les surfaces développables de ses propres normales. » 

Maintenant il nous serait &cile de déduire tonte la théorie des 
lignes de courbure , comme une simple conséquence du théorème 
général que nous avons exposé. Ce théorème donne jJu5:que ce 
que. l'on considère ordiiwirement dans cette théorie. 

Si nous prenons un point x , /> z intersection de trois sui-Êices 
(S,), (S,), (Ss), nous verrons que chaque ligne de courbure appar- 
tenant aux deux sur&ces dont elle eatllntersectiob, sera aussi la 
ligne de courbure de deux sm^ces dévelpppables; et qu'ainsi nous 
aurons.à considérer pour la surface (S,), par exemple, les déve- 
loppables (A, ,,j}, ( A^, ,j,) dont les arêtes sont normales à cette 
surfece ( Si ) , et tangentes aux sur&ces ( S, ) et ( S, ) ; ensuite les 
développables (A,,,,), (A,^,„j), normales à la sur&ce (S,), et . 
tangentes à celles (S,) et (S,). II y aura donc ainsi deux surËices 
développables, telles qu'une même ligne de courbure sera dév^op- 
pante de leur arête de rebroussement j et pour envisager complet- 
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v«* HÉBiptBE. tement la ooorbare des sor&ces en chaque point « il Ëiuclra dé- 
terminer la nabire et la fônne dos quatre développables apparte- 
nant aux dbux Ugnee de courbure qui se croisent eu ce point Celles 
cpii sont formées par des normales marquent , ai je puis parler 
ainsi , la couiinire des lignes de coui1>ure dans la sur&ce qui knr 
appartient, c^est un élément da second ordres les surfoces déve* 
loppaUes formées par des tangentes, marquent la flexion qne prend 
la ligné de courinire sur la sur&ce ; c'est déjà un âément dû 
treisième «'dre. 

Ces considérations me rappellent dés idées heUe» et Ttaiment 
Heures que Laneret avait conçues , et qu'il a, je crois, dérdoppées 
dan^ un Mémoire inséré parmi ceux des Savants étrangers ( M&- 
moires de l'Institut, première classe). Je ne puis que les indiquer 
ici, parce que leor auteur ne me les avait, pour ainsi dire , qu'indt* 
quéesf*^ Pourquoi fiiut-il que la mort nous ait rayi un des anciens 
élèves de l'École Polytechnique , qui , c(HiteD:^<H*ain de ce Dupuis 
qui n'est plus , et de plusieurs hommes célèbres qui sont oocore , 
semblait promettre de beaax progrèS' à la géoQiétrie analjtîqne et 
descrijptive. De long-temps l'École Polytechnique ne conqrtera parmi 
ses chefs de brigade, des Laneret, des Biot, des Brissan, des 
Diqtnis , des Mahis, des Poisson , et d'autres encore qui , pour avoir 
un mérite moins éminent , n'en sont pas moins de beaucoup su- 
périeurs à la c^sse ordinaire des Professeurs «t dea Ingénieurs 
inatruito.. ... 

'*) Lon de mon dénier pasaage i Paru , en i8^. 



Pin DU ciRqtribnc v^hoikx. 
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NOTES PRINCIPALES 
DU aNQUIÈME MÉMOIRE. 

NOTE PREMIÈRE. 

Propriétés des lignes de courbure des surfaces du second degré, 
par rapport à leur projection sur les plans priTicipaux. De la 
projection des lignes de courbure en général. 

J_j ES lignes de conrlmre des anrfacea du second degré ionisseitt d'une pn^étd 
générale bien remarquable : &isoii»-)a connafire d'abord , nous la démontrerons 
ensuite. 

Supposons , pour Ezer les idées , que nous ayons pr^eté tontes les lignes de 
conrlmre d'âne surface dn second degré sur le plan principal des x, y. Nous 
allons àToir deux séries de lignes essentiellement distinctes. L'une offrant la pro- 
jection de toutes les lignes de plus grande conrbure-, l'antre la projection de 
toutes les lignes de moindre courbure île la suifoca ds second degré que nous 
considérons. 

Maintenant , cbaqne ligne de l'une ou de l'autre série peut être considérée 
comme la base , je veux dire comme la section principale x, y d'une certaine surface 
du second degré , dout les lignes de courbure auront pour projection strr le plan des 
X, _y , les deux séries de lignes ^e nous considérons. 

Voilà donc deux séries bien distinctes de surfaces du second degré , les ^uniires 
auront respectÏTement pour base on section principale des x , y, une des pro- 
jections des lignes de moindre courbure ; les autres une des projections des hgne» 
de plus grande conrbure. 

Et toutes ces surfaces , comme nous l'aToiis dit , n'auront cependant sur la 
plan des x, y, qu'un seul et même système de projections pomr leurs liguei 
de plus grande et de moindre courbure. 
Pour démontrer ce théorème général, reprenons l'équation qui i^partîent i la 
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Vb* MËMOIEE. P">j^cti'>° fl^ Hgnes de courbure sur le plandea x, y (art. m de ce Himoi») , 
elle est 

<.)■■■• ^■s+^i;=.. 

équation où les conatentes ailiitratres a, i sont liées entr'eQei par t'éqiiation de 
cooditioa 

Puisque l'une des grandeun constantes m , C est arbitraire , £aisotu «*=a*— c*, 
en vertu de la condition précédente , nous aur«]U ' 

C = A' — c* : 
donc aldr* l'éguation (;>) deviendra eimplement 



Or cette équation est précisément ce que devient celle de la surface primitive 
du secoiiâ degré 

■ (S)....^+-^ + 5=.. 

lorsqu'oo y taJi. s^o, c'est^-à^dire lorsqu'on le place sur la section principale 
des X , y. Donc , premièrement , dans les surfaces da second degré , chaque 
section principale est toujours une ligne de courbure. 

ActDcUsBtent si opiu conaidérons l'équAtiou de la projection 



Cp)-- 



M* 



nous verrons que a, b ,• c peuvent prendre une inSnité de valeurs dilFérentes 
a', b', c' , sans que cette équation cbange en rien potir cela. Car il suffit de faire 

û*— c* a''— c" 1 b*^-c* b"—c'* I 

aV "" a'"*/" ~~ m' ' b'O' t/*C* î?' 

et d'exprimer que les axes m et n doivent toujours rester les mêmes. Voyons 
actuellement comment nous pourrons satisfaire à cette nouvelle condition : elle donna 

4onc es vetta de l'éqlutton de coaditioa rappwtée d-dessns , j'ai . 

»— C=o» — A* = 2^— m' ^'—"^ „. 
■;,.*- a' ' b* ' ' 
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on ■ 

C*— c* m» &*— c* ' »• _ . 

Maintenant m dépendra toujours de n de la même manière , si a, b , c, quoi- 
que prenant des valeurs dilFérentes , sont pourtant toujours teb que , en appe- 
lant P et Q deux conatantea , ou ait 



Mais ces deux équations donnent aussi 

Si nous retrancltoiis membre à membre la seconde de la première , et qu'enittits 
nous divisions tout par (a*— i"), nous aurons 

p.-f-Q.— ï. 

équation dans laquelle deux valeurs simultanées de a, b seront deux premiers 
axes d'une surface du second degré dont les lignes de courbure sont telles, 
que leur projection sur le plan de ces axes, sera constamment la même. 

Hais si dans l'équation aux axes des lignes de courbure projetées sur le plan 
principal x ,y , 

on met pour les coefficients de m* et n* leur valeur =? et tti , il vient 

p« Qt » 



Donc u réquation qui fait connaître les axea des lignes de courbure projetées sur 
le. plan principal des x , ^ est identique avec l'équation qui fait connaître les 
axes X et y des surfaces ^u second degré auxquelles ces mêmes projection* 
appartiennent, n 

Tdle est la démonstration analytique du tbéoréme généra qne nous avons 
&ioncé au commencement de cet article. 

- Ces propriétés des surfaces du second degré sont liées à des propriétés de 
rétendue plus générales, et que pour le momeitt nous n'int^querona qu'en passant. 
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j, ^nqn'oa donne , toujoun sur le plan du x, y, deux systèmes de comiie* 
9 {x , y, u)=so, ■*{x ,y , C)=o, 
quoique celles du premier système soiest rencontrées par ce11e*-du second soiu 
on angle rariable en général , on peut toujours trouver dans l'espace une infinité de 
systèmes de lignes trajectoires orthogonales dont ces courbes soient les projections. 
Et non-eeulement on peut résoudre ainsi la question d'une infinité de manières; 
mais on peut encore exiger que sea ligues traisctoires or^ogonates soient les 
lignes de plus grande et de^jnoindre courbure de la surface que leur ensemble 
Teprésente. 

Malgré cette seconde restriction , on trouve encore que le problême est a%iace^ 
tible d'une infinîti de sidntiom ; ot l'on parvieat à ce résultat singulier : Si l'on 
te dojute un seul point de la surface cherchée , et une dmite tangeiUe en ce point 
é la surface , cette surface est entièremeat déterminée. 

Or, sans connaître la surface demandée, on peut trooTer -à priori ses ïïyons 
de courbure , dès que cette droite tangente aii^traire au point que l'on considère 
eet donnée. 

On peut déterminer, séparément les surfaces déyelc^ipables circonscrites à k 
surftce cherchée suivant toutes les lignes de courbure dont la prt^ection est donnée. 
Ensuite on sait comment, par la variation d'un paramètre, on trouverait l'équa-. 
tion de la suifaoe enveloppe. 

Pour déterminer ainsi chaque aurface développable , on a d'abord la projecttou de 
toutes ses arêtes rectilignes , ce sont les tangentes à t<wUs les projections des lignes de 
courbure d'une mêiUB série , en pranant. pour pointa de contact les divers points 
d'une seule et même ligna de l'autre eérie. Il suflit ensuite d'exprimer que, dans 
l'espace , cette ligue seconde série est rencontrée à angle droit par toutes les 
arêtes de la surface développablo- dsmandie. 

Au reste , la solution générale de ces quesrïtms mérite d'être traitée à part , et 
c'est w que nont essaieroas de faire par la smte. Noos (A»erTesy»is seulement 
que les prin^as exposés dans nos prmders Mémoires, présentent la question 
•oas uw forme trè»«imple; oh- ces prinmpes «nt l'avantage de donner, dan 
le cas qni nous occhpe , deux équations qui contiennent séparément lee élémentt 
difféientieb partiek du prMiier et du second otAv, 
En effet, nous avons fait voir qu'en représentant par ^ et 4* 1^ valeurs de 

^ qui , anr ,1e plan à» x,y, fixent la direction des projecdoos des deux ligou 
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de cotnbnre , on doit toujoit» troir les deux éqtudona ya, M^hoIBE. 

« 

p, q étant les coefficients diffftrentiek putieb du premier ordre , et r, « , t mu 
du second. 

Or ici f et 4- sont eonow , piàsqa'oa le donae b pr(^eoiioa des ligne» dv 
courbore snr le plan dei x, y; 

Si entre ces deux équations on élimine f on -f , on a de suite l'équation 
ordinaire aux ligues de courbuce. Maïs les deux équations qui la remplacent 
ont sur elle l'avantage d'oflrir séparément, ainsi que nous l'avons déji dit ,^ les 
éléments da premier et dn second ordre» >. 

NOTE IL 

De la géTtératîon des lignes de courbure des surfaces du second 
degré , par un Tfiôuvement continu. 

Nom allons d'abord démontrer par l'analyse, la description géométrique des 
surfaces dn second depé en général, telle qutf'nons l'avom énoncée premier 
Mémoire , page 3s , et quatrième Mémoire , page aS4.> Nous veirons ensuite com- 
ment le m^me mode de gÉnération s'appUqme i la description des lignes de cour- 
bure de ces surfaces. 

Bappelons-nons toujours que x,y, s étant trms coordonnées rectangulaires, 
et X , y , Z trois constantes arbitrfdres quelconques , toute éqnatioa de la forme 

c«t cd]«' dea sni&oes do second degré rappntéet i leur contre comme origlse, 
etàlem^ plane IpincipAut comUte plans cowdomtés. (X, T, Z sont lei demi-axes.) 

Bbûntenant , appelons X , T , Z tes trois parties inrariables de la droite m(d)ile , 
qoi sont respetilTement les distances do point généràttnr x, y , ^ aux plaaa 
coordonnés rectangulaires des y , %, des x, s et des x, y. 

Nullité désignon* les coordonnées des p<niits o& la droite mblnle rencontra 
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• MÉMOntE. 1^ P^*^ coordonnés 



iy.'l fo,y,«, 

ir, 3, > par < j;', o , a' , 



des ^ 

On sait que les parties d'aae ligne droite sont proportionneUes aux projections 
de ces mêmes parties sur au plan quelconque. En considérant auccessivement les 
projections des parties X, Y, Z sur les trois plans coordonnés, on aura donc 




Mais la partie X de la droite mobile comprise entre lo point gfoérateor T,y, a 
et le point o , y, x' placé sur le plan des y, z ; cette longueur , ds-je , donna 
évidenuoent 

ou 

x- + x^ + ^* - '■ 

Mais nous venons de toïTj par les équations de condition (m), que 

y— y _ 2 et '~*' = ^ 
X^ — Y " X Z' 

Donc aussi , 

X'^Y-^Z-"'' 

Or cette équation est précisément celle des surfaces du second degré a3'ant pour 
demi-axes X, Y, Z. 

Donc enfin , hrsqu'une droite mobile a trois de ses points assujétis à rester 
respéktivement sur trots plans rectangulaires , chacun de ses autres points décrit 
une surface du second degré, ayant pour centre la càmmliTie intersection de ces 
plans , et pour plans principaux ces plans eux-mêmes. ' 

Supposons maintenant qu'au lien de dévire toute la sniface du second degré 
par le moyen d'un des points de la droite mobile , on yeuille seulement décrire 
une ligne de coiubore de cette surface. 
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VixjoMÛoa générale àea lignei de cotiHjure aune surface du second degré 

X' ^ Y" ^ Z' ' 

' peut toujours , ainai que noua l'aTom fait voir § I*', art. ÏH de ce Mémoire] 
se mettre sona la forme 

m' ' »■ 

Voyons donc , en conservant toujours la notation adoptée au commencement 
de cette note; voyons, dîs-je, quelles seront les valeurs relatives de x* et y 
dans ta nouvelle hypothèse que nous venons de former. ( j^, y' représentent les 
coordonnées du point de la droite mobile qui doit toujours rester sur le plan 
coordonné des x-, y.) 

Les équations de condition (m) nous donnent 

donc 

enfin ces valenrs substituées dans l'équation de la courbe proposée , donnent 

Or, cette équation est encore du second degré, et elle nous fait voir que 
(1 quand le point générateur décrit sur la surface une courbe qui , projetée sur 
» ua plan principal, est uoe courbe du second degré symétrique par rapport aux axes 
» de la snrface , la droite mobile qui porte ce point générateur , trace lur le même 
Il plan principal, une courbe aussi dn second degré etpareillementsymétrîque par 
yi rapport aux axes de la surface. 

n Telle doit donc être la trace de la droite mobile sur chaque plan principal , 
V lorsque le point générateur décrit une ligne de courbure de la surface du 
r second degré, n 

Remarquons que dans l'éqnation de cette trace , 



(X3z)" ^ + (r=ï)" Ç = '- 



La valeur des demi-axes ou des parties de la'droite mobile secondaire , àl'aîde de 
laquelle on pourrait décrire cette trace ( cette droite mobile étant tout entière dans 
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Vm MÉHOIB& le plan éa x ,y s'appuienh à\on mr lea axes des x et dM jr); orttèTalenr» 
ili3oiU40iu> eit 

— = — .m, pour l'axe des x. 



Pour oooiplénr ce qu'on peat cEre snr U génération des auifacris do second 
degré , dont nous -nnoni de donner nue idée , nons allons faire Toir qiie quand 
même on prendrait de la manière la pliu arbitraire , les trois pkuu dincteurs , 
c'est-à-niire , ceux sur lesquels doivent rester trois points déterminée de la droite 
mobile , la surface engendrée par diaque point de la droite mobUe n'en serait 
pas moins encore nne surface du second degré , ayant pour centre l'intersection 
des trois plans directeurs , etc. 

Pour cela, regardons Vintoseotion mftne des trois plans directeurs comme 
l'origine des coordonnées , et rapportant toot à trois plans coordonnés rectangu- 
laires , soient 

i/se + h'y -^• c'z ^ a 

a'x + i*^ + c'% = o 
«"3; + ITy -t- e'x = o 

les équations générales des trois plans directeurs. 

Maintenant appelons x , ^ , x les coordonnées du point de la droite mobile qui 
doit décrire la surface que nous cherchons ; appelons ensuite x', y, z'; x*,_y*, z*; 
X*, y', £* les coordonnées des trois points de la droite . mobile , qui doirent 
demeurer respectivement sur le premier , le second et le troisième plan directeur. 

En rrata des équations de ces trois plans , nous aurons d'abord 

. o'x' + h'y + f^^' = o , 

o'x'.+ iy + c'a" == o , ■ 

(i"a^+ Vy'-^ cV= Q. 

Mata les quatre pointa x,y, z; x',y', i'; x*,^, s'; x*, y', z" étant, par 
hypothèse, en ligne droite; si nous appelons X, Y, Z les distances dn premier 
peint à ducan_des trois autres , cette condition fbmnira lea trois nonrellei équatio» 
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Si dan* ce» éqiiatioiu nous roulons i^pteBÎr 3^", y, d" «n x,^, • et a^,y, l^ 

BOUS aurons ùmaédiAtei&eiit 



j!": 



= -^ % r^ 



„, Xz— Z(i — z') 
;^ = X 

Suhrtitoant donc ces valeurs dans l'équation dn tioùième plan ^reetew , 

o"V" + yy + </"»"' = o, 
les coordonnées anUîaïns ;r"', y", z"' disparaissent, et il vient 

X[a"'x+4">+«"'.:-Z [«-'(^:iO+»"(j'-y) + «"' (»-«l] = o. 
En détenBittant successivement et de la même manière , - x', y, x*; x^^ y^a^ tf 
lien de a^', y, z"', nous aurons donc les trois équations aymétnqaea suivantei , 

X Co"'a:+y'>+c"'«] -Z C«'^' Ca>-aO + *'" 0^.+ c"' (»-^] = o. 

Si, pour plus de simplicité^ nous désignons par «', C, / les coefficients de 
{x — a/), {y — y), (a — a') dans la première équation; et par m', C, y'', 
m", C", '/"t les coefficients analogues dans la aecofide et dans La troisième ; enfin, 
ai nous r^irésentCHU pw Q', a', a"' les termes de la forme X [a'x-{-i'[y-(-c'z] 
qui contiennent jc,y ,z dans ces trois équations ; par ces aimplification< , an liea 
des trois équations précédentes , nous aurons celles-ci , ' ■ ' 

o- - /(.-:^) -?(,.-/) _ y-C-^)»:., 

o'_ ,'(,_^) _ e'<j..-y) _ »■(.-«') = o, 
a"- ••(x-i') - fiy-y-) - »•(«;-«') = o. 
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NOTES PRINCIPALES. 



• MÉMOlKE, Multipliant If première de «es équations par le facteur arbitraire x', 1i seconde 
par a", la troisième par a'", et les ajoutant ensuite membre à. membre , on anra 



a'o' - 
+ A* a' - 

+ A"'û"'- 






— x-C 

— >!'V" 



(y-f)—''-^ 

— A' y' 

_ A"V" 



(.-»■) = 



K noiu soppoioni en premier lien qu'on ait les deux équations de conditîoB 
3 = A'P + aT + A-'T ", 



J o = A'P + aT + A-'T ", 
\ o = aV + aV + ^'W", 



a; ^ 3/ = 



>'q;'4- A'fi'+ ^"ti" , 



Mais comme les trois dultiplicatéura ne sont liés qne par deux équations de 
condition (>) , noua pouvons supposer l'on d'eux égal à l'unité , a, par exemple ; 
alors on a 

. _ eV''-vV" 

y'C"— Cy"' ' 

.,-,_ »'f'-f/ 
* - /f^-j-v" ■ 

Oa a donc enfin , en chassant le dénominateur commun aux deux tenues , 
(,-f-'- i-t"Otf+ (fv-— y'f--) n-+ (y'f— fy-)a-" 



, faV"- .V'On-+ W— /.'") n'4- faV- A') C" 

.r — y — (,'."'- -vo *■ + c-v"— »■•'■■) t-+ frv— .V ) t" ' 



» — » ^ («■.-"_ .'i"') /+ (/f "— «■.'") f + ce-' - •'!■ ) »■''■ 

Mais nous ayons appelé X , Y , Z les distances respectives du point x, y , z 
aux points a/, y, a'; sfy-y', s' ; a^", y", a'"- Si donc , pour airéger , nous 
représentons par L', L", L'" ; M', M", M"' ; N', N', N'" les cfleflicients coiufanls 
de o! , a', û"' dans les trois valeurs précédentes , elles s'olïriront sons cette 
forme plus simple , 
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!( Va' + L-o- + L"'o' 
+ (MV + M-O" + M"'0 
+ (N'n' 4, K-o" + N"'o; 



.; THÉOaiE. SECTION II. i !iB 

« — V = L'n' + L'o" + L"'o", 
^ — y = M'o' + M'a' 4- M'"!!'". ' 
« — a' = H'û' + IÏ"Q' '+ N"'0''V 
Maù «Taptis ce qm.som Tenons de dire,, . ,'i ;, 

(x-ar-y+C^-yy+Cs-VyaaX'; " - 
dooc 1 ' 

( L'Q' + L'Q* + L"'0"')' : 

"'oe"y\ ^ x\ 

"'Q"')»V 

8i nMisteiiant nous nons nppeloiu que C, ti',tif" aont de* fbuctioiu Imé^es d« 
X, y, X de la forme 

O' = X (d'à: + J'^ + cfz), 

nous Tetrona que l'équatioii précédeute, toutç déUvrée àa:xf,y^ ^i'f^^t. «tci 
ae contàendn pliu que x,^,'s et des. caiutajiter;de,{4"* j. Cette ^«j^ipo ■étant 
du second degré en O', O', q"', le. sera^pueilleoient çiuf; y, x,; *td^iB#ti»i 
comme cette équation est homctgène en ft'y^Q^f.a'", ^Wn.lp ^ecit, p^yi^emeo^ 
an x,y, z, et ne contiendra que les quarrés, on lea produit! deuJt i. d^nxj 
de ces coordonnées. 

Donc enfin, la surface engen^^ par le p<ûnt x, y , %, arbitrairement pdi 
•nr la droite mobile , est une surface dn second de^ , dont le centre est i l'origiQe 
dit cocndonnées , c'est-à-dire, A l'Intenetitioa des troia plans directenra. 

^î nmia d^elo^ona l'équation (S) de çett« e«t&c« « Mq* tcanm» ■ 

(L" + M" + N" ) a" + a (L' L* + M' M' + H' H' ) C O' y 

+ (L'»+M"+N'») 0'»+ a CL'L"'-}- M'M"'+M'ir") a'0"'l = X'. 

+ (L"''+ M^H- N'"'0 or"+ a CL"'L' + M""»!' + N'"N' ) oT'i/ ) 

Lorsque dana cette équation , nous aubstitoerona pour Of, a*, a"' leur râleur en 
X, y, X , en chercbant aeulement le tenue qui multii^ »xy , nous anrona 

( L" + M" + N" ) c'y + (L'V+ M'M" + H' W) (o' A' + o'y), 
( L" + M'» + N" ) o' i' + (L' L"'+ M' M"'+ N' N'") ( a' 6"'+ a"'i' ) , 
(L""+ M""+ N"") a*'ft"'+ (L"'L' + M"'M' + N"'N' ) (o^y + o' f"). 
Oiangeant onitite a eu c , puis ï en c , noua auriona les coefficient* de oys, axx. 

44 
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S.i6 ^OTES PRINCIPALES. THÉORIE. SECTÏON II. 

Y"> mfl ^jlt tff'Wft' ^* donc on voulait ^e la sur&ce eût pour plana prmdpauz les plans coor- 
donnés, il sofitraît d'^aler à zho ces trois coefiidenta de xy,yz et X2. 

Obeerrons maintenant que des neuf constantes arbitraires a', !/, tf; a*, 6*, c' ; 
a'", &"', t!" qni déte^inent la position des plans directeurs , trois peuvent être 
égales Â^^inité, sans pour cela nuire en rien à la généntltti de la -quesfîon; 
' Donc il en reste ^encore six dont bu peut disposer j par coBséqtient la condition 

précédente en laisserait encore trois arïiitraires. D'où rËsahe ce théorème qne 
nous avions dtoontré par la géométrie seulement dans le Mémoire déjà dté. 
( Journal de l'École Polytechnique , tome VH , cahier XIV.) 

u Pour nne même surface donnfe du second degré, il existe une infinité de 
» sptâine» -difTérenls de plans dîrectenn i l'aide desquels elle . peut être, décrite p«t 
n un point placé sur nne droite mobile convenable. » ' ~ ~ ; .. . 

Et comme les relations de ces, plans directeurs laissent encore dans leur 
détermination trois constantes arbitraires , on peut disposer de trois ddunées ari)i- 
trâii^' dans la Gxatioii 'cFun système quiconque de ces plaas. 

On 'j^dirait pousser^ liis loin ces oonndérations ; mais comma les calculs où 
aous séntins entraînés commentent i deVÊOlr compliqnés', nous croyons devoir, 
pour le moment, boas booteiiter de "la démonstration générale que noua véuoiu 
de doUder*. '■■■■•■ 



FIN DES KOTIf n V*)*-MÉMOtKE, ÉTDBLX:SBC6ltDCErttUlltiRB»ECTI0li 
PE LA THÉORIE. . 
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S- I"- — CONSroÉRATIONS PRÉUUnNAÎRIS. 

AX^HODE adopta dans c« M&noires : Cest de classer Us\ lignes et -le* 
surfaces par rapport aux contacts qu'elles sont suseeptiUes de prendre avec 
iaatres surfaces ou plus simples , ou plus générâtes', paga i à 6 

notlotu SUT les coBtactB du premier ordre. — £e plan st^t pour en déterminer 
les éléments, — Lés svtfac» ont généraUment un plan tangent unique en chalfae 
point, p. 6 4,8 

Vtâité àes cpplications foomies par les coniacb du premier ordre , p. - 8 

Exemple offert par la g&ognpliie ; p. 8 i lo 

$ il. — De I.'OSCVt.iTIOIt DU KURFACES. 

DeaeoatMb 4n Mooad ordre. CondltioBi pos ^pi»dnncMirboM awat an senHable 

onttÉct, ' p; id i' la 

Ce qa« o'ast que la combu* des Morfeoé*. Bteaste Afaewtiree à sa dJtettaii- 

nation, p. >s 

ThÉokBjIE. Vue tu/face guJeoiupie est toiqovrs osailéê en cAocnn d» ses poiitts 

par une sarfacedn second degré (et même par m nt^nbreiiifini), p. la i t3 
(Yojez aiuù la note II snr es mtime diéorAm% page Go.) 
D'oàlatUorifl vntière da laconrbnre et de l'osmUtion des wrfaces garicongwa, 

ramanjfl à la simple aoalyH des sufacesdn second da^j p, iS 
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Oitlu^onalité des sections noitnales qui lenr coiYupoadent , p. i5 

Lignes d« plus grande et de moindre courbure. OifhogoaaUtÂ xle leors intersec- 
tions, p. iG à 17 
Suifacesdéveloppables des normales : ortlogonalité cle leurs intersections , ■ p. 1 7 
Sm&ces des centies des deux courbures : ortbogonalité de leurs plans tangents ou 
de leurs contours apparents , p. 17 à 18 
{ m. — Be la COCBBDRE des 8DKFACE8 ET DE CELLE DE LEtFKS SECTIONS. 

Propriétés. géoétalAs des contacts' des sui&ces dont la fbnne éproare des T»riations 

déterminées, 'p. i^ & aa 

ThéqrëHE GÉNÉpiL. Ce. théorème n'étant pas susceptible d'une analyse assez 

succincte , il faut le voir dans le mémoire même , p. sa i a3 

Énoncé plus simple : Si l'an imprime à tous les points Sunesurface (S) un mouve- 

Tfunt parallèfe au plan (n) qui la touche en P, ce point restant imnuAi/e, et 

, le déplacement Je ceiq: qui le- suù/ent immédiatement étant dans, un rapport 

Jini quelconifue avec leur distance au plan (Xi) , la nouvelle surface (S) formée 

, par cette transformation , sera toujours osculatrice m P à /« primitive. Et 

.. généralement si le déplacemei^t des points contigps P sut la surface est avec 

léur distance au plan P dans un Tfipport. iijfim$nent petit d'un ordre quelconque m, 

queltt que soit ensuite à une distance finie du point V , la transfimnation subie 

par la primitive (S) , la nouvelle swface (s) aura toujours «vec «tfe un contact 

dun ordre m+ s d!e deux unités supérieur, p. a4 à a5 

Du rayon de conrimre des lectiona des noimalee des surfaces, p. a6 à 37 

Par les Aéorêmes précédents ,' la connaissance de toutes les formes possibles de 

. canlniredesaipiaoee) rawtifiAn i «fUa delà ooutbvn d'une ■«{•teîmlî^a^e 

^ - «D ap seul de ses points. — La spbère dioisie pour conduire k la c^naaMeWce 

. de tontes jjtf. «Wie#,««rface».da9s.lean oouârtuv,.' p.. 37. i sS 

■Valeurs des rayons de comimre des lignes da second degré , ■ p.a6 

TaioKtuE. Le rayon de couiiùrt d^uae cotaié du second degré, en un point P 

quelconque , est égal au qaarri du iemi'diamitn parallèle à ta tangente de la 

courbe en '^,dHfîi^j>dlt la distance du' centre à la tangente en '2, ' p. 99 

Application am surfaces dn même cndr^ ; valeur de leurs rayons de courinve 

M de ceux cU leun sections normales, page 99 
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THÉO&ÊlfBt Lt ifUatré iup&u gnzad ou du plus ptUt dami-ast , étrangers ait b méhoibe. 

somtnetP, divisé par la moitié de taxe if ui contient P, ett égal au plus grand ■ 

DU au plus petit ntynn de courbure .en P, ' p. ag 

TbÉORÊHE. Le rayon de courbure iwm section àonaaie faHe' au' point P dans 
. une surface du second degré, est une troisième proportionneUe entre la distance 

du centre au plan tangent en P, et le diamètre de la surface à la fois paraUile 

d ce plan tangent et au plan de la section, p.. 3a 

Gtatîon de qnelquos diéorémei relati& anx ligaes et aux iinfaces dn aecond degré. 

— C Extraits d'im mémoire mr la descriptioii de ces lignes et de cei suifiaces , 

Jonmal de l'École PolTtechniqiie, tome Vn, cahier XIV), p. 3o à 34 

TniORÈMES. Ayant pris an point F sur oae surface du secood degré , et sur la 

section diamétrale parallèle au plan tangent eu P , «asuite ayant fixé les àtnix 

directrices orthogonales de cette sectioa , 
i". La droite menée par h point P parallèlement à la plus grande directrice , 

sera tangente à la ligne de moindre coutlturej 
a'. La droite menée par le poâit P parallèlement à la plus petite directrice , sera 

tangente à la ligne de plus grande courbure'. 
Ayant déterminé la troisième directrice , propre avec ces deux-o , à la description 

de la surface , 
1°, Une troisième proportionnelle à la dernière directrice ^ àla plus grande des 

deux autres , sera le rayon de moindre courbure; 
a". Vne troisième proportionneUe à la deraOre direatrice-et d la pbts petite des 

deux autres , sera U rayon de plus grande courbure. 
Valeur des rayons des sections obliques des surbc», p, 314 

Première médkode ; propriétés générales des contacta , ^ P- 34 

TbÉOrIme. Lorsijue sur deux surfaces simplement tangentes en P , onpeut tracer 

deux.courbet'tpù aient entt'elUs an eoi^act du secimd ordre , tout plan tangent 

en P à ces deux courbes firme sur ces deux surface» deux sections qui ont 

ejitr'elles un contact aastd du second ordre. 
THÂeatME. Si deux surfaces ont dans toute rétendue, dune hgne camie 'un 

contact du premier orAe , un plan qui les coupera tangentiellement à cette courbe, 

tracera deux sections qtâ auront entr'eUes un contact du second ordrt, p. ZS 
n y a plus , eDes anroat tonjottn un contact do tniaiènle iwâre. — y<^>ex 
le SnppWment an second Mémoire, phgeaaÇ. 

(Voyez aussi^ans laiTable dn second Mémoire, Y4n(mté-ita principaux 
Ûiéorémes <pi .complettrat cette partie.) 
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U* MÉmiltL A^Uc*tMni«ixa»inotidnMcoiiâ ordre. Exonple offert par les eorparondi , p. 36 
Couéqueitoet géniimles reUtiTca i U penpecdve «t «nt oial»«« , p. 37 

Cea conséquences s'ont pu tonte l'étendue dont ^a losit miloeptiblet, 
et ywÀ le tbéocCine ^ les Tenftme txmtes. 
TnioKtlâE. Pour une surfact qui porte ombre ou tjui est nu» en perspective , 
toutes les courbes tracées sur elle tangentiellenieiit au contour apparent, portent 
ombre ou vont se mettre en perspective sur un taiteau quelconque , suivant une 
tourbe qui a tor^aurt un contact du troisième ordre avec Sombre portée ou la 
perspective du contour apparent même. 

Théorème. Tbutes Us sections d'une surface, tangentes à la même courbe, etpar 
conspuent à la même droite, en un point F de la surface^ ont leart cercles osct^- 
laieurs sur urne seule et même sphère. 

Théorème. Une sphère touchant en 9 une smf ace quelconque , sien ce point 
un seul des cercles de la sphère oscule cette surface, tous les autres cercles 
tangents au premier seront pareillement oscillateurs de la surface gétérale, p. 58 

Théorème. Dans les surfaces quelles qu'elles soient , le rayon osculateur d'une 
section oblique quelconque est , comme dans la sphère , la projection du rayon 
de la section normale sur le plan de la section obli^jue , p. 39 

Seconde métbode pom ramener U combore des aectioni obliques i celle des 
sections normales , par le moyen des surfaces da second d^é , p. 4'^ 

S IV-'<— TirtORITIIW TARCSlfTES C09JVGVÈtX. 

Considération» SUT les plana tangwnts, relatiTesAlacombure dessuifices, f- 4i 
Ses surfaces déreloppibles rarconsoites ux surfaces i double cMaJHire , ' p. 41 
Relation nicessaira etréciproqiw entre la direction àe lenn arêtes et celle de leur 

courbe de 0ODtactsi^laBnr£Bceiâoublecourbureqn'dlesciicoiiiGriTest,p.4a ^43 
Tangentes, conjuguées ; leur définition , p. 44 

Théorème. Vne de ces droites étant Carite duste première surfacedévei^fpable 
. circorucrite à la sifface donnée , la seconde droite eft tas^gtKte à la cowrfc 

de contact , et réciproquement la seconde est Faréte «f me runutelie dévelcppable 

pareillementcirco^crite à la surface dotaée, mais ayatU ta pmaiixe droite pour 

tanffafUà-lacotiri*,de contact. , 
Utilité des ippUoatioDa offert^ par les tangentes conjugnécf, dans U Penpectire, 

lee Ombres , la Cal^triqu , Is Défilement > etc. , . P- M 

Leurs propriétés relatives aux contacts du second ordre « à U coutbuie dn 
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Mific« qiulDoaqiiai. — Diduites du aimpla EttUfWB des surfaces osai^atiicat 
du second degré , . p. 4^ 

Théorème. Lprigu'una nufac* da second degré est osculatrice dwt» stàrfact 
çudccnque , ces deux surfaces ont au point de coniact h*, mêàut tyuiétttt de 
■tangeiileeconjugaées. 

Analyse de la courbure des aui&cea qnelconqnu, ranonje à U disooùiaa de* 
lignes du second degré , dont les diamiUei oonjagilés «ost les tangoAtes codjb' 
gnées de la nnface générale qn'on considère, p. 4^ 

Théorème. En chatpie point imte siàface qaêlcOTujae ,tous les systèmes de tan- 
gentes conjuguées sont à la fois Us systèmes de diamètres conjugués iune 
courbe du second degré unûjue, " p. ^f 

TnÉf^ÊME. Les ares de cette courbe sont les tangentes des l^nes de pbss grtOiA 
' et de moindre courbure de la surface au point que ton eensidite, ' p. 4?' 

i'HfOHÊME. En un point P dune surface quelconque , la somme As- r»fon» de 
courhure des sections normales prises deux à deux , et .dirigées suivésit deux 
tangentes conjuguées , eit constamte , et égale à la somme des deux rayims 
decourbure de la sur/hce au point que tait tnntidire, " p. '4^ 

Ae L'iKCiCATRlÇE : elle £ùt complettement conn^tr« la forme de kqonebfandes 
surfaces : [indicatrice est la courbe du second degré , ayant les tangenies conr- 
juguées de la surface en un point P, pour autant de diamètres conjuguées , p. .0 

Symétrie de l'indicatrice. — Symétrie de la coui4iun des aurfiuxs , V- 49 

' Les stufacca offirent diui' genres dé oourtnn-e bien diatitacts. " ' •' ■ ■" 

Premier genre. Formes i iadicAtrices elliptiques , présentant tostea louiwonirimres 
dans le même sens,. 1 partir d'un même point, ' . :r' ' p. i^' 

Second genre. Pennes i indicatrices hyperboliques, {«éMartuit oonsbmimeBt m 
sens oontrairss, l«iira conrinres conjugiiéss , - p. 5o 

OesàsytbptotesdaVindicatiies, Ibnq» l'indicattioe-aat nne lijrptrtMtk. » Leva 
l^opriétés , / * . p. 5i 

jfppkca^ns I aux omlwa , àla peTspective','an soifliOesdiraeOODd de$ré, p. hi 

Les aajrmpfcMs ofilwnt la démonatr at ioa la pinssiM;^ediBla.gtnfeationde>«rfaoa 
(b semndilegré hypcrbolîqBêa par dem ajatémes de Ëgàeti drûitMj'p. 5i 45a 

TbèOK£mi. Dans les surfaces hyperboliques du second degré, les draiiès iime 
génération font avec les lignes de courbure un angU^^galé e^ul que lot 
droites de Fautrt génération font aveciee tn&nes l^nes', '■ ' >', pi fti 

Ketonr au caa général. Les asymptotes de l'indicatrice né loat pai «midément 
langeâtes* i la soface, eJfejrfftrpii/mt,- . p. £d 
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IM MÉHOntE. Rwpoû* où les deux coortwres sont égales. (Voyez les Mémoires «draiits.) 
En cet points l'indicatrice est un cerele ou une hyperbole équilatire , p. Sa à 53 
E^èce intermédiaire. Surfacoa à indicatrices parabolique», ayant une de \mxn 

conriHtres nsHes. Smifacé» direlnj^pablea , p. 53 

Construction des tangentes conjuguées par un mourenient oooàaa : cette oonstmc- 

tioB n'est réelle qua quand l'indicatrice est elliptiqiM, p. 54 

THÉOKftiCE. Alors on pait toujoun trouver daix dt^itée telltt aue daixpùau à 

angle droit tournant autour de tune d'elles , tracent timultanément mr le plan 

tangent les divers systèmes de tangentes conjuguées postant par le point -que 

tan eoKsidère. , ,- 
AppUf»tion des propriétés des tangentes conjuguéesila dkemnnatlon des élëmentg 

dtf la conibim des sqr&çes , - p. 55 

Utilité de ce probi^tae gfeiéral. — Exemple offert par lu fonaee de la carËne 

des vaissekux, p. 56 

Des sntÊKes développables coi^uguées aux lignes de courbure. Elles sout 

aéoeHMna ila .déSnkiaa son^Uft» de U oourimre des lignes de ogurbuie. 

'CoHuunt, pu leur ma^ta, on peut tronnr le plan oscalat«nr d'nne lipie de 

Modnn, : . p. &6&BS 

NOTES miNCIPÀLES DU P&EMIER MÉMOIRE. 

KOTB I qui se rapporte à U page S. 

De U oontfhiùrà.:âH -'MEfiKBi. .x>jf?n». gén^e qu'élise aflactenti A. piftir de 
dtàontdn kun pcvate , - p. 59 i &> 

Tvi.OKtH.'EtOurtiMI.vmLl,. L'es^encedes surfaces est de nepouvoir , étqntcvapéa 
par anpian tjuelc&o^ue , offrir qu'une seule courbe ; à partir de chaque point. 
Les points Je la surface oàU en passe plus d'une sont dej^mtf singnliets, et 
tot^ottrs en neimire is^îlànent moins grand que le reste dts points de l* 
■ sutfhce. 

HfTOTI Q «jai se v^porte à la p^ la. 

GtUtftnK^on deà ntS^oes do tecoad àt/ffi wculatTioea qndconqnes. -* On ransdatf 
oe pnAlèae i odtti dis iaiis passer une combe dnsecând degré ptr'trois poiati 
âbnnfa, "• " ■ . p. 60 i 6i 

liÔTB m qtà se n({Mt!t«« WpagB'a^, ' ■- , 

De la sphère comparée aux surfaces 'dwil les 'deux - oouriuires j^nnoip^lea sont 
' dirigées en sens opposés , / - p. Sa à 63 

&D ^t voir que pour les surfaces à courbtireSj pcinç^lfs oftgof^ , la. loi gui' 



cby Google 



DES MATIERES. 555 

lié la coorbnre des seotions obliques à la courbure des leetions nomules , est 
la même que celle qui lie ces sectiom sur la spbère, p. 6a i 63 

rioTE rV qui se rapporte à la page 37. - 

Algarithme des prc^ecdons et des rabattements propres à la géométrie des- 

- criptire. — Moyen simple d'iodiqiRr les diverses projections d'une même grandeur 

- p:^fci»Hie, p. 64 

SECOND MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

] 
Spécialement comacré à la théorie des tangentes conjuguées. 

^ I". Propriété! générales des contacts des liches et pes scUfaces. 

Art, I". Notions fondamentales , - p. 65 

THÉORiHE. Si ton suf^g 9110 X devifonex + i dans les deux eouHies z=sf (x) 

et z='4' (x), et qu'on développe, par ra^mrt à cet aecroissemeat, Usfon£tiongf 
■ et 4'; si Ut coefficients des m premières puissances de i sont égaux dans ces 

tUuxdétfeiqjpemxntSilesdeiucconrbes auront au pointT,zfpti4ei4r est commun, 
■ un contact de tordre m; et le même théorème s'implique ùiUDédîatement au 

contact des surfaces , p. 66 à 68 

Expression du rayon de -conrbure d'une ligne plane , p. 68 à 69 

Art. U. De la simple osculation des l^es courbes dont ]«' forme épfouve 
. certaines tr^nafôrmatiotu , P- ^9 

( Tout cet article se rapporte à la Ggare I de ce Mémoire. ) 
Théorème. Une suite de cordes d^un» courbe quelconque, toutes parallèles â la 

langeate de cette courbe en P, transportées dans leur propre direction, dune 

quantité arbitraire mais dans un rapport Jîni ai>ec leur, distance de P, forment 
. une nouvelle courbe toujows osculatrice de la primitive e» P, p. 69 

Propriétés des tangentes aux courbes formées ainsi , p. 79 i 7a 

Démonstration analytique du théorème préoéde&t. — Simplicit|t singulière de la 

valeur du rayon de courbure , offerte par cette médiode , p. 7a i 7S 

Application aux courbes du second degré , p. 73 à 74 

Seconde démonstration du théorème précédent ; par la considération de k forme 

de* fonctions qiù représentent les courbes primidye et d^rée , p. 74 à jh 
SoiTE DE l'article n. De la simple osculation des surfaces dontUforme éprouve 

certaines transformAtions détsnuinées , p. 76 

45 
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Il«« MÉMOIRE, ^^^c'^''*'*'^ ^ tfa^or^s pt^édeot, i VoscnlatioD des siufaces qneloonqnw, p, 76 â 77 
Art. HI. De la traïufonnatioa qu'on peut faire snbir aux surfacet ( et aux li^ei 

courbes) , mjds qu'elles cessent d'avoir entr'elle* ua contact de l'ordre génénl m , 

P- 77 • 85 
(Voyez dans le texte renoncé mener et ^ démolutration analytique da 
Aéoréme qui détermine cea contacts ; ou bien encore dans la taUe ds pre- 
mier Mémoire ,^111.) 
Aat. TV. OBC«1ati«iL des cotubes tracées »ur des. strboei qui «ont « contact 

suivant une ligne quelconque , p. 83 

PreioER TBÉoa&ME. Si deux ^nf/àcts ont en commuH toute w» iigae courbe 

suivant laquelle elles ont un contact de l'ordre m , les deux sections fiâtes dans 
■ lua» et dans ratttrt tvrfitce par vn plan tangent à cette couthe , auronJ 

entl'dles un attouchement au moins de l'ordre m + 1 . 
SeC(MD théorème. Si le plan coupant, au heu d'être simplement tangent à la 

eoaiée de tentaet , Foiculait, ht deux tedkms aaraient eatr'eUes un oHoucA»- 

ment au noÏM de larirm- at+A- 
TROmiHE théor£mb. Générahmtnt, ai, aulmi^unpltm, une jorfbct courbe 

ftwfeoHfB» , ^ eoltpant le» deux premiihvs , touche kurcourèe de contact aiiec 

IM rvpproekemÊat de tordre n , cm deux secHoni aaront ent/elles an contact 

an moins de tordre m + n. 

Cane le suppl^mont de ce Mémoire , page aa6 et suivantes , nous avons donné 
beaucoup pl«s f «xtensïon à ces ttéortmes. 
AKT' V. Bapports généraux des sections normales an sedâons cMîqaea bites 

dans les swfiuwt. p, 86 

TBiORÂm. ^ point 0k ta Rormcb JSine courhe çuefeonfue est paraUèk an 

pian dm projeetion , if recyoÀ de cette amrie est égal à cekà de sa projection , 

tUvisi par k ^aarré du costMU et tincUnmion du pian de la courte , sur le 

pitn de prajeotUm, P- ^7 

TH^ttCHB. Le rayon osculalatr (fiate eomie quelcompte est ^al à la simple 

somme des rayoïu des deux prc^Ktiont Se cette courte sur deaxpbms parallèles 

à ce TUjwi ,et iailleiirs à angle droit , p. 88 

0B ^nrra donc faire tourner ces deax plans autour Jnn axe parallèle à la sor^ 

attHe , MHS que cette soimne cesse d'fitre la rahm , p. 89' 

TuÈORtiit de SCeuanier. Le nrfon de courbure itane tectlou ohHtjue , fiàte 

Ams une surface , est igal au rayen de la section normale mémement dirigée ,' 

Vmttiplié par le sinus de l'angle firme par h plan de ces deux lectians , p. t/a 
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j H. — Théorie des tasgentes conjdgvAes. * 

Ant. I". Eqaatioii (A) du tangBatH coi^uguiw , ^^ 90 k gfi 



Théorème roNDAMEHlAL. Démonstration de la réc^ocité <Ies 1 
, coi^i^uéea, P* S^ 

ART. n. Applicatioa au lignei ds conrburs du tuiûces , p- 94 

Qa détenaine la condition pour qoe deux tangentei conjugua aoiept i Bogl» 
droit. Equation (B) , P- 94 * S*" 

Théorème. L'équatioa des tangentes coi^agii^ (A), comltiaét avec tégaation ^) 
qui exprime qu'eÛes se coupent â tmgU droit, donne téquatish d^^mtielk 
. connue (C).des lignes de courbure, p-gS à 96 

Forme ren»rq«able CPH qu'on peut donner à 1" équation (C) des ligne» de ooiuv 
bure, P- 97 

Avantagei de l'emploi des âqnatioiu (A.^ et (B) , sor celui de l'équation uniqne (C) 
qui a pour racines lei Tariablea ezplicitea dei deux autres équation», p. gS 
Art. nL Dea rayona de courbure des imiaq/t et dé cejix dé leurs lection* 
notmales, P- 9^ 

llecbeiche du rajron de courbure d'une section awmale qucfaonqm , p. 98 à 100 
Comparaison des rayona de deux «ections nonoalee dirigées «nivwtt deux tan- 
genter conjuguée* , . P- »0Ô 

Théorème. La somme des rayona de courbure des averses sections normales tCvrve 
swface quelconque i priées" dmx à deux et comii^pèées, est pour un même point 
de c^te surfium,uae grimdmr conttaiOe, p, 10« 

Et cette eomtanie est précisément la somme des deux rayons da «mrbnr* de 
la surface, au point que ton considire, p. 10a 

Becherche des rayons de couibure dci ani&cu , ra fonetioB de b ditectiox des 
lignes de com'bnre , p< lo» i 104 

£qaatiog unique aux rayons de conilKBre^ idautité de mtte éqpation «tm «elle 
donnée par Monge, p' io4 

Les équations qui nous font ccsuuiître la somme et le promut des deuM r^^ooi 
de coudnire , donneiit immédiatement la somme des T^eun inveiMe de ces 



rayons. 



, 10& 



Art. JV. Du pins grand et du plus petit rayon de oowbnre des sw&e«*, p. lo5 

THÉORÈME' Pans une surface quelconque, le pti^s grfind et h plus p€tif rojMfa 

des sections normales faites par un mime point , font pfécisàiient les rof/ans 

des sections normales conjuguées orthogonales, , p. soS 
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n«i« MÉMOIRE. '** ""* '^"'^ "■"^^ '** "y"^*^, ^^' lignes ^e nons «Tpu nMnméei /^ïMi de 

cowrJure, page 106 

I>e ces principes , on conclut ce BEiir THÉORÈME d'Euler : En chatjue point iune 

turjace, les dett^ directions de plus grande et de moindre coutiare sont corK~ 

tamment à angle droit , p. 107 

Art.- V. Démonstratif de (Aosiears Ûtêâchaes dTuler inr la courbure des 

surTacea , ■ . - ■ . '1 p. 107 

Théorème. Si deux sections planes sont faîtes à angle droit suivant la même 

normale .dnne surface , en divisant Ivniii successivement par les deux rayoJis 

f osculateurs de ces sections , la somme des deux quotients sera constante dans 

'■ toutes . les positiorts que pourront prendre Us deux sections normales quelconques 

( sans cesser dlêtre .otihogonales), ■ . ■ ■ p. 108 

Théorème. La vakur inverse du rayon dune section normale quelconque, est 

' égaie à la somme des valeurs- inverses des deux rayons de la surface même, 

muh^liés respectivement par le quarré du cosinus de tangle que forme chaque 

érection principale > de couHmtv , avec la sectioit normale ijuer Von amsi-' 

dire, p.' 109' à 110 

, Ce tb^oEème a Condiiit Enler à la construction géométriqoe ds rayons de 

courbure ta pitts simple et la plus éTégantê. (Y oyex la nota II. )' 

Art. YL Application de» théorèmes précédents à la-tbécffie de Faction capil- 

• laire, ' ■ p. no 

Eiçosition d«s principea d« OMM tMorie , tirés de la Mfidaniqne Céleste , ' p.'iii 

Théorème. L'action capilliÙTe i£un mém^ue ephérique , est réciproque au rayon 

. .dece mùdsqu* ,,'■■■■ ~ " ' p. 1 1 1 

Théorème. L'action capillaire dufUâdeiermîné par une surface quelconque est , 

sur un point donné de la -normale à cette surface , égale à- la demi-somme 

des actions de deux sphères , ayant respectivement pour centre et pour rayon , 

.2» cPntte et le rayoH oiculatear de deux sections normales faites à angle droit 

sur ia surface du fluide ( et faites par le point donné) , ' p. ii5 

fioBC, ri'dm»«pbiMB ont liipieetÎTemfAit pânt centre l«s centtes de courbure de 

U nirbce, «t p6nr i^yon, les deux r^ons osculateurs , la m<âtié'de leuraction 

. totale sur un point de la aonnale , ttra précisément égale à l'action àa Buide 

tenniné par la surface quelconque, ' p. ii5 

Ket^rche de l'édition aax ÀIFéi^ntielles partielles dn second csràre, qui ap- 

; partient à la stuface-d'uninide sollicité par l'action capillaire, et d'ailleurs 

l. «n ^équilibre , . ' p. 11& i iiÇ 
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Sft disciiaBÎon cobduit i la cl^i>o'>'^*tiot ^" ^°* '^ pUa<nnkie9 tiounu , nir «^ HÉMOIME. 

l'acléoii capillaire : enchaln^nent mathénutiqtie de cea divenes coiuéqneiMta 

pu ^ coDsidéntioju. puisées dam là propriétés de la couH»ira des smu 

fac<^, : . p. 117 i lao , 

AUT. yU: Viàcaatioa des fdnaes de ^la cotnbnrâ' des atobces par la coiuiâératioii 

du sections cbiiingiiées > p. isi 

A qneb caractères analytiques on ponrra reconnaître si las deux coiuttnres sont 

dirigées dana le mteie sens , on dirigées en sens contraires , p. lai 

THÉORÈME. Ou tous les rayons ^ sections itarmaJes (fune smface sont da niA>« 

. signe i ce qui a lieu quand les deux coushures principales sont dàigées âasU 

le même sens ; ou toute une série de sections normale^ ont leurs rayons dirigé» 

if un côté du plan tenant; alors toutes les sections: normales conjuguées àcelles-H 

ont leurs rayons dirigés du côté opposé t ce qui a lieu quand les deux courbtffet 

principales sont dirigées en sens contraires , p. 134 i is& 

' Art. Vm. Des osibilics. — Conditions ponr que tous les rayons des sections oor- 

males soient égaux en nu même point , p. laS 

Aux points ombilics, la direction des lignes -ie conrbiire se présente soui 

' uhe, forme indéterminée, et devient ainsi susceptible d'une infinité de valeurs 

différentes, p. ia6 

Cependant cette valeur peut n'être indéterminée qu'en apparence , et alors elle 

appartient â des ombilics d'une autre natujjf , P- i^7 

Le caractère analyti^e des ombilics ne saurait appartenir à nn point où les 

■ deux courbures serai ont dirigées en sens opposés, p. 137 à laS 

Pour les ombilics de quelque genre qu'il^ soient , les rayons de toutes les sections 

nonnales sont égaux, , p. laS 

Explication d'un paradoxe analytique, p. la^ 

Art. IX. GooditionB pour qu'un rayon de courbmre soit nul oninfini , p. i3( 

Des amifaoes dont une des conrinurea piint^ales est partout nulle : ce sont les 

svifiçee déyehj^ables , -„ .,■. , P"- '?* 

l^or équation aux differantielles partielles du second ordre, p.- iSa 

Théorème. Lorsqu'un des n^ans' de coarbar» de la surface est is^iiù , et 

seul rayon est cehti ^wv Section unique,: cùafuguée âteuteeU» autres sections 

.fternuila, ' ' . ■ P- >S3 

An-poiiA d'une smfaca oà les denx courbures sont nuIUs'j'elIe est okculée pai' 

on plàq , et ce point esti^Kinr elle un ombilic , - . p. rS3 
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il«i MÉMOIKE. Qi*^^ "'^ ^ l«)*MM dft omfa^iird eit toiijdito nd, U tatUct ànfitoA une ligia 

oou^ p. i5S*k 134 

Àaf . X. En^oi det étpiatiotu aym^triqnas pn rapport aux deux nyaia de eoxay 

( JMut , dan» la dùcuuion des formes des surfaces , p. i34 i i36 

1^ mardifl péeédtata peut ¥n nudin phu xapide , par l'tfUiploi de cet 

. éfuatioiu, mais elle .perd en lucidité ce qu'elle gag« en npidiBi. 

NOTES PRINCIPALES DU SECOND MÉMOQLE. 

KotB i" 4ai H rxiçottB aus pag» 9$ et suivantes. 

DiiàDwlrati<ni des i&écitteai des artidea n et }ll <hi $ P', p» la mJtkoâe des 

FoDÂttiSKs JknidydqtiM > p. i?7 i i^o 

Sot* h. DtoiTOM a iM gr^çn» dn ra^MUf oHAdatetin â» sections nonnales 

fnriooBqnes « d'ajtiè» la coaaaîiKBca des r^wu de . coisIUv des sinfaMi , 

p. 140 4 141 
Cette nota ofire la déaioiutratioii de la eonstrntlàui gératteiqne dom^t 
par Euler, et dont nous ayons parli page 1 16. 
Note m ^ se nq)porte à lapage tii. 

De l'action cap^laire exercée par on fliùde sur «no colonne perpesdiciiUre i 1* 
suiface , quand cette surface est une sphère concave ou convexe , p> i^i 

Note IV <pii se n^orte à la page lao. 

Pe l'action capillaire exercée, premièrement, entra deux q'iindres encbAués l'un 

dans l'antre , lems axée étant .^ITr^reDtg , mais parallèles; secondement, entre 

deox sphères excentriques , p. ijfa à 1^ 

Cette note a pom: objet de faire connaître plusieurs ttiéorëmes nonreanx , 

relatîû à l'action capillaire , et fondés sur les pn^étés de la courbure Ai 

surfaces. En voici le résultat principal. ' ' 

in te même fluide est soumis à l'actioii capill^re , 

t" Entre deux sphères excentritjua data lés rayons niait une graaieat senilbte , 

qmi^ Uur^istantfi soit capiliaîn ; 
tr. Entre deux cylindres verticaux , oyant pour bases les grands tercïet de ces 
' sphères j 

S*. ÉHir»d>ÊUarj>UOutaÉge/ttsmÊ!epÊtiUstphirasMvelgféei par la diux ^^re$ 

■ou ht deux ^à Mkms Qen* oeptru rappartfa mr le plan vfertiAaidaafBAriMn* 

des sphères et des cylindres donnés, et toutes les hauteurs projetées sur M plan). 

^BJioaut-'LeJbide straélevéottd^iméàdea hauJÊnrs carrerpondaittes mtâi 

niveau entre les deux sphères , mtre les deux cytindmsi «atre les denxptOMs^.. 
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TROISIÈME MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. *"" "^""^""^ 

tOm Mt LA THtfORIB DM TAITSEKTEB COSTOQVitM. —DE L'IKDICATBJCE. 

Art, I". Eqoatioiijde l'indicatrio» de la coadnm dm lofaoea, p> ii0 

Tb^rÊhIe FonpAMRKTAL. j>our fiofw /wtot mm tiagutùr àuntt mtrfiu», H 
«rifte tot^oun une ligne du second degré, placét sur Im fia» toMgait, tymtt 
four centre le point que £on considère , et teUe «^Sq ^u'eUe indi^uû et a^vo- 
tériteta^ijfnm tout ce qtd eft ïrlattfàlacaurlnmdeltmafaeg,4pa/tâ-dmpaiat 
tju'on apritpour centre. TelUmst 2a cttarhmtfÊm nom tivmio^wàieataice, p. i^S 

XttÉORÊMK. VMpia/i itj fini m mt Moitia dupUmUmgiH,** fpi tui»stpae^ièief 
WJipe I9 swface suivant iin« courbe du second degré , indicatrice de im amr~ 
hvre de la surfaot, 4) poftif du poÎMt que fou eamidire , p. 1^ 

Art. n. Pn^riétéa àea diamÀtrea covjuguéa de l'indicatrice , P- '49 

TvéOM&HK. £m ctofM pmat dvne eurfacet Us rayme de coarbare des sections 
mm^aht viU kaas kmgvmtrt .jneportiùiweUmsaux quarrét des diam^res tracés 
par.ees seetioms doMt-Ia omitbe JmdKatrùx de la siafaoe, p. i5t 

Art. m. Discussion de l'indicatrice applîqaée à la discnuio» Aee ^rers genres 
de oonrbim dos MZEiaoee, ' p. i^ 

Fonna des smfacea, quand l'indicatrice est, 1°. ell^rtiqtie, S*. fa^peAoliqne , 
9>, paraboliqae. — ÇunOSit» analjtiqaea im^eetnm en , p. i54 A i50 

Sbtainaa de quriqnéa eu paidnlien , qai cornspcndeat i 4ea Ëxines abgolièm 
dM Mwiacci, p. iSfl A 167 

AaT. IV. Fomai daa a ar fi i cw mn. points «A les deux eouAvee aont égales, et 
dirigées dans le métne sens , p. i5t 

I>an« oectt, l'indicaiiicaqstsncefole, etteotei;l«i«ovrbtiresw»t^gales, p. i58^ 

Aion^médiadaocdiBauepeàr'trnitier U«lî|;DÉ9decoiBter«,est>efidéfaiit, p. 160 

Et peiv a^iâe la véaitabla iqnatioB des lignes de eoiiri»re, il feirt, p^ de* 

«UFéfeMÎRtioAa mecnsin^ , «niver «nfia. à mm AqBation dM* lee coeffloiests ne 

. âevàfnnent plus tons égaux i zéro , p. 16b 2 163 

IL^ooqH'une première diff^entiatïon snSt potir,c*l«, «à oMnt igw iquatioB d» 

troîsième degré en ^; d'où l'on conclut alors ce TBÉORêME : 1°, // pasie 

. tfiujfiurs au moins une îigof de.eowbvrepvvfUKjaa amM ia , ^. M n» peut 

y en patstr 4e«J£ taUtOMl* ; 3°, ià peut en paeftr trois. p. 16^' 

.Sosnito» des trois facteurs dans lesquels on peut toujours conceroir cette, 4 
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«MÉMOIRJi. décomposée, il 7 en aura toujouts an .qui présentera ?^aoiu. une, fi»tie 

rationnelle; et ce facteur sera donné par l'équation différentielle de l'équation, 

nnîqae des courbures égales. — Donc alors une couriie unique r^ff'ésente un 

système particulier de lignes de courbure , et qui n'a rien de commun avec les 

■ lignes du doidJle système ordinaire ; •■ ' p. 164 à i65 

TbÉORÊME. Les ombilics où se croisent une infinité de lignes de courbure, 
peuvent être tonsidérés chacun comme le systérne de deux ombilics où il ne 
passerait qu'une seule ligne de courbure , p. 167 

Tableau' général de la Forme des surfaces pour les points où les deux courbures , 
dir^ei dans le UÈéma- s«u , sont égales , P- '7° À 171 

La sphère est U a#ale 'surface dont les deux combures soient partout égatet 

- entr'«llfls,. p. 171 & 173 
Abt. Y- Parallèle des réaulfcts de l'article précédent avec les résultai déjà 

- coians, ■ p^-i73 

-. ' On fait voir dans cet article que lescaràctères analjtiqaé» pai- lêsquelt 

40u«aT(HU, indiqué les points oinbilics leur appartiennent dans tous les- cas. 

- Exemples pris sur la sph^, l'ellipsoïde, et l'anneau engendré par le biodt»' 

ment-.pardièle d'un Ëercle .' constant , etc. 

Art. VI. Forme des surfaces aux points où les deux oomjnires sont égales et 

, dirigée* en sens oppobéj , p. 187 

Pour ceepowts , l'ini^^^MUrîpa «t une hyperiioleéquilatère , ' p. 188 

Théorème. Quatre plans normoucc re^MMMMuêni dirigés «aimiit les deuxaxes 

. etl^s^atx asymptotes de cette hyperbole éguilatère , divisent la surface, à partit 

immédiatement dit poijtt donné i en huit partstégaies quatre à quatre-; et 

superposables deux à deux , p. 188 

Les ligues asymptotiqqes' tracées 'sur les surfaces , ont partout pour tangoates les 

asyinptotes des indicatrices : Irar-arantage spr les ligpes de couriiure , ' p. 189 

Tll£<w£l4E. Le rapport des. royitns detcovrb'ute dune suifacm est expriaaé-par 

le cube de la tangente trigonométii<fuê de fàngle, qaé tatymptote firme avec 

taxe réel de l'indicatrice , -p. 189 

Equation des lignes asjfmptoti^ies , p. 190 

Théorème. Quand les deux courbures sont en sens contraires, le plan tangent 

' coupe la surface suit/ant une courbe qui, au point de contact, a pour 

' tangentes fei a^mplotes mJbnés de l'indicatrice',' p.. 190 

Aet^erçbe des lignes asymptcAiqaes des stufaoes du second depé i ce sont des lignes 

droites, p. igo i iga 
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Ccst uns âdnoiutntîoit immédiate de la génération dea surface* dn second àegei m» HËHOniE. 

hyperboliques , par le mojen d'nne ligne droite , P- >9> 

"Dans les surfaces à CDarbares dirigées daas le même sens , lei lignes tangentes aux 

diamètres conjugués égaux sont anaî<^es aux lignes asyroptotiques , p. iga 
Beckerche des lignes asymptotiqnes qui se crobent à angle droit, p. 19s à 193 
Art. VI. Des surfaces dont la courbure jouit d^ caractère constant dans chacun 

de leurs points , p. 194 

Première classe. Surfaces i courbures dirigées dans le même sens. Leur caractère 

analytique. — De la série des points qui , sur les surface) , séparent les co«ri>ure« 

dirigées dans le même sens , d'avec les courbures opposées , p. tt^f ^ ^97 

Seeomh classe. Surfaces à coutbutea «a ««na oj^iosés : leur caractAre analy^ 

tiqne , * P- '98 à 199 

Troisième classe. Surfaces à simple courbure ^ p. {99 

Ce sonf les surfaces développables , P- '99 

Examen de quelques formes particulières des surfaces ', comment on troore les po^ita 

où les surfaces sont données de œs formes , p. aoo i. 301 

Art. VIII. Application des principes précédents à la recherche des rayons de 
; cou^bore des surfaces dn second de^ , . - P- ^> 

Cet artici e et le suivant peuvent être considérés comme le complément des recherches 
. de Monge, sur la courbure de l'ellipsoïde, p. aoa 

Valeur générale du rayon de courbnre des surfaces du second degré ayant un 

centre, p. ao& 

Sa comparaison avec celle qu'on pourrait tirer des valeurs données par Enler, pour ' 

les. rayons des sections normales des surfaces dn second degré , p. ao5 

Les propriétés de la description des surfaces du second degré , par nne droite 

mobile qui s'appuie sur trois plans directeurs , conduisent d'une manière très-simple 

et tc^rapide à la valeur générale du rayon de courbure , p. ao6 à 007 

Art. IX. Propriétés générales de la courbure des surfaces du second degré, p. sioS 
Théorème. Thuies les surfaces du second degré qui ont deux axes a et b des 

X, y idenUques, sont telles qu'en projetant les indicatrices de leur courbure sur 

U plan des axes id^nfiques , ces projections sont pareiUement identiques , quel 

que soit pour chaqiu surface , le troisième axe c , -P- ^°9 

ThÉMIÊHE. Dans tous les points Sfme même smûce du second degré, f'indi* 

cotrice est elliptique, ou elle est constamment hyperiolique. D'où il suit que , 

. fur la même surface du second degré , les deux courbures sont partout dirigées 

^as le mime sens, ou constamment dirigées en sens opposés , ç. 999 1 aïo 

46 
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« Mi5;iw nniF- ^ dernier mû a lûu hnqu'un axe leulement est imtlgùiàirg , h jt/itmier a Bek 
dans toutes les autres hypothèses , p. lio 

X>'axpte8aioii des rkjvn» de courbnn dei sw&ces do second degré , donnée dau 
rarticle précédent , eit propre à fkin couMÎtre on gnnd nosilire de propriété» 
nouT«)lea de cet saffaces , p- ai i 

Théorème. Lét deux royonf rfe OMiriure ont pour tnayenne proporttonneHe , 

•- /e produit des trois demi-axes, divisé par le quarrédela distance du centre au 

point où l'on considère la courbure de la surface du second degré , -^ n* 

ffvçnM a généràlta qui se déduisent de ce premier diéof£>nie , p. aia A fli3 

Analo^e» singulières entre le rolume des suifaces du second degr^ et le produit 
de leurs r)ty<^ ée coiirt»ira en cbaque point, p. 3i3 

Théorème. La somme des deux rayons de courbure ( et par conséquent mussi des 

tt^ns de sections normales conjuguées quelconques ) est égale à la lUfférence 

, des quarrés des diagoitales de deux parallélépipèdes ayant respectivement pour 

arêtes les demi-axes , et les coordonnées du point dappUcation ; cette différend 

divisée par la distance du centre au plan tangent en ce point, p. 3i4 

Propriétés générales qu! se déduisent de ce théorème, p. fliS 

Art. X. NouTelle méthode des tangelites , p- Ai6 

ttecWclie d'une méthode indépendante des considérations d'infiniment petits on 
de limites , P- 3t6 

TbÉohÉME. On. peut toujours trouver téquation , i*. ^un système de lignes 
parmi lesquelles se trouvent commaùtdividus , une courbe donnée quelconque et 
sa tangente en unpoint; a*, dun système de surfaces parmi Usqueiles se tmuiwii 
comine individus, une surface donnée et son plan tangent f il suffît ensuite de 
donner à ta constante arbitraire de chaque système la valeur qui correspond 
à la tangente ou au plan tangent , p. a\j à 919 

Cette méthode exposée d'abord pour les lignes et les suifaces du second degré , 
dans les traités élémentaires, estsusçcptible de laplusgrandesïmglîcité, p. aig 

Idée de la marche qu'il faudrait suivre alors , p. aag A aai 

ITOTÏ5 PRINCIPALES DC HLOISIÉME MÉMOQŒ. 
Note' I qui se rapporte à la page 308. 

Hea rayons de cottrimre -des paraboloïdti , p. s» 

Comment de l'équMîon àes surfaces génénilea dn second degré , rapportées- â 

leurs plans principaux, on peut passer immédiatement A l'équation des pa- 

ntboloïdesj P- s^^ 
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Par le même moyen , on passe anssi directement de l'expression da rayon de ma* nrfMnmit. 
courbure des surfaces du second degré , ^el(»]oqaes , A cella du rayon des par^ 
boloïdea. — Identité de ce résultat avec celui fourni par la Toie directe , p. aaS 

Propriétés des paraboloïdes , relatires à leur courbure , p. âi4 

NotE n qui se rapporte à la page aog. 

De ^indicatrice des paraboloïdes , p. asi5 

Premier tbéorëme. Dans un paraboldide du second dtgré quelconque , les ii^- 
dicatrices de la courbure te projettent toutes sur un plan perpendiculaire à l'axe , 
suivant des courbes semblables et semblablement placées , c'est-àr^lire , ipti ont 
leurs lignes homologues parallèles , . P- ^^ 

Second théokêhe. Jbutes les courbes ^jUmes qu'on peut concevoir tracées sur 
un de ces parabolo'ides , projetées parallèlement à taxe, sur un plan quel~ 
conque, sont dès courbes semhlahles et semblablement placées sur ce plan, p. aaS 

SUPPLÉMENT 

AO PARAGRAPHE FREtUER DU SECOND MÉMOIRE , ARTICLE IT , TAGE 83. 

Osculation 'des couries tracées sur des sur/aces qui sont en 
contact suivant une ligne quelconque, ■ aa^ 

Théorème. Lorsque deux surfaces ont doits toute tétendue d'une ligne courbe un 
contact de tordre m , tout plan tast^nt à cette courbe , et qui coupe ïet deux 
mrfoces , y protùiit deux sections qui n'ont pas feulement entr'elles fta contact 
ïmmédiatemaitt aupétieuc à m, mais immédiatentent tuftériev au doubla 
de m , p, ^aS 

Ainsi tout plan tangent à la courbe suirant laquelle deux s;ii;i&Kes ont ^ contact 
dn premier tiàn , les coupa aoÎTant deox lignes tpi. oot «nti'ellB) oa contact 
dn troisième ordre , . - p. 939 

Mais si le plan coiipaat Mt oscnlateis de la combe suivant UfueUe deox surfacai 
ost entr'elLes senlejneat on contact dupretnier ordre , ce plan les coupe snivaqt 
deux lignes qui ont estr'^log un contact éa /d^aquiitne £xàtfi ,. ■ p. 43o 

Tbéor£he général démontcé par la médiode des jFoACtioof Analytique. 
iarsque deux surfaces ont dont foute retendue d^uM 1%"^ courbe un contact 
de tordre m , et qu'une troisième surface qui les cfmfie , a pourtant avec leur 
courbe de contact un rapprochement de tordre a an fat point , en ce mAne 
point ^' sections faites dans les deux premières surfaces par la troisième 1 
-ont entr'elhi un contact de tordre (n+ i).(>t+'D — ^> p. aSi i 43« 



cbyGpOgiC 



n—nÉHoaz. 



364 TABLE .ANAtTnQUE 

SECONDE SECTION. 

DE LA COURBORE CONSIDÉRÉE SVK TODTE L'ÉTENDVE DES SORFACES , p. _flK 

, ,. QUATRIÈME MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE PURE, -r 

S I". Propriétés générale» àea sutfoçes trajectoires ordiogonales, relatÎTea à la 
courbiue des surfaces, p, a34 

CoDsidéralîoiM génà-ales , * . ■ P- ^^4 ^ *^ 

Théorème fondamental tur les surfaces trajectoires orthoganales. Si trou 
séries de surfaces sont telles que les surfaces de chtufue série cotaient partout 
a angle droit celles des deux autres séries , ckatfue courbe d'intersection est 
à ta fois une ligne de courbure pour les deux surfaces de différentes séries 
dont elle est tintersection , p. a^ 

Utilité de ce' principe : sa démonatradon , p. 340 k, a4& 

Le paragraphe suivant roule sur l'examen des grandeurs graphiques sTaguliérea 
offertes par le système des surfaces trajectoires orthogonales , p. !^3 

% n. Discussion générale des systèmes de surfaces trajectoires orthogonales. Des 
- tropiques et des trc^ides ; leur dé^tion , p. 3^3 

Des tropiques et des tropéïdes d'un système de combes tracées sur tme série da 
surfaces, » - p. a^ 

TÙÉCÛtêME. Les tropiques peuvent toujours être considérés comme les intersec- 
tions successives de ces lignes ; et les tropéides comme les intersections succès 
sives des surfaces , ' P- "^ -f 

Des deux surfaces tropéïdes d'ane série de snfaces, figures par des systèmes de 
comrbes tracées sur les smfaces de la série, p. 0^4 ^ ^4^ 

Ar@tederdm>ussemeatdesstirfaces1rajectoîresorthogonales(S,), (S(), (Sj), p. ajSfi 
Théorème. Les tropiques de chaque (S,), les tropiques de chaque (50 > et les 
intersections des surfaces (S,) avec les (S,), forment sur la tropéide t*)]]) u* 
' système de courbes orthotomiques ou trajectoires orthogonal , p. a4^ ^ ^4^ 
Des trois surfaces tropéïdes [^i^ , {r^, ^n^ > ^^^ système complet de smfitcea 
trajectoires orthogonales, c'est-A-^ire, offirant trois séries distinctes de sui&ces 
trajectoires (S,) , (S,), (Sj),' ■ . " p. 0^7 

Des lignes hypertnpiques 1 leur définition , * ^ ^8 

Théorème. Les lignes hypertn^iques sont à lajôit les troptftw des tftfiques. 
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des (S,) , (St) , iSj) , tt les communes intersections des sui^ates.tropéides [fijt lY** HÉMOIKE. 

C'J > C*3D I P^t^^ deux à deux. 
Des points hjpertrapiqnes. Formes retnarquablea des surlkces en ces points , p. S^ 
Dea points remarquables où la fanme des sni&ces est semblable à celle offerte 

par le cône , à partir da sojnmet , p. 3^ 

Des OMBlf.lcS:— Première fttp^ce.Sontanssidespoints hypertropiques, p. oSoàaSa 
Seconde espèce. Forme des courbes trajectoires , à partir de ce point , p. aSa i 353 
Sont aussi des pointa bypertropiques , p> 354 

Théorème. Si les lignes trajectoires d'un même groupe de surfaces trajectoires 

orthogonales , perdent leur courbure an atteigntmt leurs tropiques respectifs , 

chacun de ces tropiques sera la ligne la plus »urte qu'on puisse mener entre 

deux quelconques de ses points sur la surface tropéïde qui le contient , p. a55 
Du sjitéme d'ordiotomides ou de sur&ces trajectoires orthogonales , lorsque deux 

groupes de surfaces j deyiennent développables , p. aSB à a56 

ThÉORÊHE. Une surface trajectoire quelconque (S,) étant donnée , il est toujours 

possible de concevoir un système de trajectoires orthogonales, csanpaai de la 

iRomére suivante. 
Premier groupe. La surface (S.) rt toutes celles (S,)', (S,)', (S,)*- . . - qt/omfir- 
. mera par un accroissement ou par un décroissement uniforme de toutes les 

normales de (S,). . ' 

Second et troisième groupes. Les surfaces dévelappables des normales à (S,). 
Ce S3rst£me particulier conduit à. U théorie générale des lignes de courbure des 
' snifaces , p. a56 

Translation des propri^és des surfaces trajectoires ordiogonales , à la courbure deè 

sur&ces quelconques , * p. a&7 à aBg 

Grandeurs graphiques singulières offertes par la courbure des surfaces , p- -aBg 
Seconde «mplification du système général d'orlhotomides. Théorie de la cour- 
•bnre des lignes couri>es, . ' p. a€b 

. Des deux courbures d'une ligne oourbe , p. a6a 

Nécessité , avantages de leur détermination , p. a6a i a63 

. Celles des lignes de courbure sont complettement données par notre système général 

de. surfaces orthotomides ou trajectoires orthogonales, . p. 964 

J m. Application des propriétés des surfaces trajectoires ordiogonai«s , à la r&- 
; . diercbe des lignes de courbure des surfaces an général , et particiiliàremeiit des 
; sudiices du, second ^gré , p.*a64 

Utilité de ce ayatâme dans la recherdie des ligaeg de contlnire des nurfic«8, p. s65 
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iV** MéM QjBp;, Exemple offert par les soi&ces dn second degré , p, a&5 

Recherche des surfaces trajectoires propres à couper partout , à angle droit , nue 
jor&cq générale du second degré. — La surfice du premîa: degré , le plan ne 
peut pas être une telle trajectoire, p. aSE 

Orâiotomie de deux surfaces du second degré , p. a66 

ThÉOr£M£. Si deux surfacts ■ du second degré t^ant mima plant principaux , 
se coupent à angle droit es un certain point, lorsqu'on prendra la somme des 
^uarrés du rapport de chaque ordonnée de ce point au produit des demi-axes 
parallèles à la même ordonna , cetta somme sera nuile , p. 967 

.TsÉORÊME. On peut toujours trouver ua cane du second degré, symétrique 
par rapport aux mêmes pta^s principaux , et dont Us coordonnées pour chaque 
point satisfassent à cette dernière condition , p. 367 

TaionÊME. Deux surfaces du second degré se coupertmt à angle droit dani 
toute tétendue de leur intersection , si seulement leurs sections priaâpales se 
coupent à angle droit , • ^ p. a68 

Formation dn aytitme général d'oithotoiiùdes dn second degré , p. aC8 

ThÉOKÊME. Pour que deux surfaces du second d^ré (^) , (1^ se coupent partout 
à angle droit , il faut que leurs sectione principales correspondantes aient 
les mAnes foyers. p. a6g 

Théorème. Quand deux surfaces du secojid degré ayant mimes plans princi- 
paux, ont Us quarrét de leurs axes correspondants équidifférents , ces deux 
surfaces se coupent à angle droit dans toute /"étendue de leur commune in- 
tersection, p. aSg 
Discussion du «Tstéme général de smfaces trajectoires oïdioganales dn second 
degré , • p. 9(19 
Premier groupe. Ellipsoïdes : ils remplissent tout l'espace de leurs points , p. a6g 
Ellipse limite : dans le plan des grande* sections principales , ' * P> ^7^ 
Second groupe. Hypertioloïdes hjrperboliques. ps remplissent tout l'espace de lenia 
points, p. 970 
Kyperbc^ limité : dans le plan des mayennes sections principales , p. 970 
TYoisième groupe. Hyperbolù'des elliptiques. Us renqilisseiit tout l'espace de leurs 
points, p. 1170 
Discosaion des lignes de conrirare des sorfaces du second degré , p. 371 
Comment et juaqu'i quel point notre sjstème de surbces trajectoires ordioganalei 
caractérise et décompose la courbure des surfaces du second degré , P> *7i 
TbÉOUême. Les projections des lignes de courhire des surfaces du secoaddegié, 
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sur les plans principaux , sont des courbes du second degré, dont les axes ^^ HéHOIHE- 

sont placés sur les axes mêmes de la surface , p. 37» 

Projecttons des lignu trajectolrea ortbotoBÙques , ou lignes de combnre dea rar-- 

facea du second degré , p. 37a à »73 

Théorème. Dans le système général de surfaces trajectoires orAogonales du second 

degré , les lignes de courbure communes aux surfaces de deux gcnrei di^rwts, 

projetées sur les plans principaux , sont des ellipses ou des hyperboles, A(^- 

vant que les sections principales correspondantes des surfaces du troitHme 

genre sont au contraire des hyperboles ou des elliptes , p, «73 à 374 

Premier groupe d'ordiotomiquea ou lignes de cotirbure commanes i l'ellipsoïde 

et i rhjperboloïâe hjrperboliqae ; leurs projectiom «ir le> plus dei grande , 

moyetine et petite sections principales, soiif des ellipses, des ellipses, des 

hyperboles, p. ayS 

Second groupe , ou ligues de courbure comnmne i l'ellipsoïde et & lli^peiboloïda 

elliptique. Leurs projections sur lea pUns des grande , ni03'eime et petke sec-* 

' tions principales , sont des hyperboles , des ellipses , des ellipses. p. aji 

Troisième groupe ou ligues de courbure communes aux deux hyperboloïdes. Leurs 

projections sur les plans des grande , moyenne et petite sections principales , sont 

toutes des hyperboles , p. 275 

Tableau général de la forme des projeCtÎDus des ligaes de courbure des surfaces 

du second degré , p. 376 

Des courbes limites des trois groupesde surfaces et deleurs lignes de courbure, p. 377 

Ellipse limite. EUe est le Heu des ombilics de tous les hyperboldides ellip- 

titjues, ' P- 377 à 378 

Hyperbole limite. Elle est le lieu des ombilics de tous les ellipsdides , p. ayg 

Relations des deux courbes limites, placées dans des plans perpendiculaires, p. a8o 

Théorème. Tbiu les ombilics des ell^>sdides sont autant de foyers de la courbe 

lieu des ombilics des hyperboldides à deux nappes , et réciproquement. — Autres 

propriétés , p. 380 

Moyen de troorer immédiatement les ombilics des surface du second degré, p. a8i 

'Système général d'orthotomides parabohïdes. Leurs ombilics, p. aSi 

Tableau général de la forme des projections des lignes de couriMire des paraboloïdes , 

p- a8a ' 
Aiialo^es singulières entre les lignes de courbure des surfaces du second degré et les 
foyers des sections priaeipales , p, a8î 

Description des snriaces du second degrj et de leun lignes de couibnre ', par va 
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IV."» MÉMOIBE. monvêment contino, "p. a8i4 

Théorème. Lorsqu'une droite mobile s'appuie par trois points fixes sur trois 

plans principaux , chacun de ses points décrit toute une surface du second 

degré, p. a84 

Théorème. Lorsque le point générateur , au lieu de décrire toute la surface, ne 

. décrit plus qu'une de ses lignes de courbure, la droite mobile trace en même 

temps sur chaque pin principal une courbe du second degré ayant peur axes les 

axes mêmes de la surface, p. aSS 

Ces traces de la droite mobile peaveot elles-mêmes être décrites par des 

droites secondaires. 

Appareil poui la description des lignes de coorbare , p. agfi 

Dans la recherche ; des ligoes de^ourbure, le système général d'orthotomides on 

surfaces trajectoires orthogoDales à double courbure, est souvent préférable à 

' celni des développables des normales, p. 387 

^ Conclosion de ce Mémoire. — £mploi qu'il &ndia faire du système général des 

< trajectoires orthogonales , a88 à 990 

BOTES ÇRINCIPALES DU QUATRIÈME MÉMOIBE. 

Note I qui se rapporte à la page a^. 

Idées sur la nomenclature géométrique. — Incohérence des expressions reçues. 

. — lyeur complication pour «primer les objets que la géométrie descriptire 
considère. — DénomiaAtioaa nouvelles. — Il est à désirer, si elles ne sont pu 
adoptées , qu'elles attirent au moins rattenHaa des géomètres veia un objet si 
intéressant , P- agï à aga 

Note n qui se rapporte i la p^e aj^i. ■ , ■ 

ThéoAêhe> L'angle de deux plans étant droit , un troisième plan qui les coupe 
chacun sous un angle droit ,' à un infiniment petit du premier ordre près , 
marque sur eux deux traces qui font entr'elles un angle droit, à un infini- 
ment petit du second ordre près , , P- ^9^ 

Note III qui se rapporte à la page 267.- 

Conditions pom* que deuT plans tangents , et par conséquent deux surfaces , at 
coupent à an^e droit en un point donné , * p. QgS 

Ce que c'est que les soutangentes des plans tangents , p. ag3 

. ThÉOHÈHE. Deux plans se coupent à angle droit lorsque la somme des produite 

. deux à deux des valeurs inverses de leurs soutangentes correspondantes, est 
nulle, ■ • P- ^94 
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3;«ï46Rê«a. ia Jo*iifc dlwproffcutoj «feux à lÏBid: , ito pofciiri mi-èw^ 
T gentes correspondantes , divisée par le produit des deux droitts ofoni respective- 
- mmtcgavalmrsinveiMs'ptmrprt^eciài»i;eetfaotitht , dâ-^, est préUséAunt' égal 
à ie^%'bnvppelU le cosinus de Cangie firme par Ut dtax plans , pi agS 
HbTB IV qni ■« r^tporto va. pRgn a8i «t 98s. 
DétamiiiatioB deg «îdulics ah» infaBU diieMlid degrri . rMtotè i uf plôi slmpla 



CINQUIÈME MÉMOIRE» — GÉOMÉTRIE ANALTHQUE. ■ 

Théorie des sutfaces trajectoires orthogonales, appliquée à la 
détermination des lignes de courbure. 

S t-. Dm tVKtACU «lAJBCtOiaES ORTHOGOMALES DO SECOND DEGRÉ. 

Art. I". Détennîrier iea conditions qni rendent deux surfaces da second de^é , 
trajwtaifti ortiiogoti&taa rédipîoqaet , p^ aÔfS 

Première méthode. On retroim ici , Jttr l'anl^^ , les conditions auxquelles 
nous arons m qu'il £aUait satisfaire, par la méthode géométrique da Mémoire 
précédent. 

Seconde méthode plut rapide et plus simple , p. Soi 

Art. h. l^ÉoRÊME. L'intersection fie deux swfacts du second degré, trajectoires 
réciproques orthogonales, est précisément pour l'une et pour tautra, une des 
lignés de leur couiiure , P- 5o3 

Art. m. Identité des équations nouvelles des lignes de courbure des surfaces du 
second degré, avec celles trouvées par Honge, p. 3o5 

Art. rV. Système générât des stirfaces trajectoires otfhogonales réciproques du 
second degré , p. 368 

Transformations successives de l'équation de ce système' pour produire celles des 
trois genres particuTters , ellipsoïdes , &ypeil>oloïdes h^ertioliques , hyperboloïdes 
elliptiques, qui se traversentconstammenti angle droit. —Equations de l'ellipse 
et de ITiyperfJole' limite», p. îog' À 3i4 

L'avant^e de ca systémk est de* ial» eomtaître à là fois tout ce qni p^t étra 
relatif a\ct lignes de contbure des trois" genres de surfaces dn sieoond degré, 
lorsqu'on' clierc&e sealement les lignes da conri)are d'une seule snrface A ce 

AAt. Y< I>u'S;r«^e des snrlacei paraboloïdes tr^ectoirei orAôgonàles ; p. 3i^ 

47 
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Ym uËMOIKE. Oaractère géominigue dêi paraboloïdes ell^ques et hyperbolique*, nlatiTe»«it 
auxfoyera dm stcdons principales, p. 3i5 

Rwllerdie det couditioDa analytiques qui doîrent «toît lieu pour que deux panbo- 
loïdes se coupent partout à angle dr«it , p. 3i5 à 917 

Théorème. Cette condition exprimée en Géométrie, est qne les tiafaces paror- 
bolàides trajectoires orthogbnaies oiU constanutunt mêtnM foyers pour leurs 
sections principales correspondantes; et cette condition suffit toujours à tortko- 
■ gonalité des intersections , P- 3i7 

Transformations successirea de l'équation générale du système des paraboloïdes , 
pour produire les trois groupes de paraboloïdes qui se coupent à angle droit. 
— Équations des paraboles limites, p, 3i8 â 3ao 

L'avantage de ce système est de faire connaître à la fois tout ce qui peut être relatif 
aux lignes de courbure des deux genres de surfaces paroboloïdas du seccmd âe^ , 
lorsqu'on cberchesetilementlealignesdecouibnreâ'iiiieseiilepanboloïde, P-^* 

^ n. Des surfaces ibajectoires orthogonales d'vk degré et d'une 

FORME QCELC0NQVE9. 

Art. I"'. Des conditions d'orthogonalité on d'ordiotomie , exprimées par des équa- 
tions anx différentielles partielles du premier ordre, p. 3s3 
Comment on peut exprimer analyticpiement que trois séries de surfaces dépendant 
chacune d'un paramètre ariiitraire , sont telles qne chaque surface d'une série est 
partout coupée à an^/e liroûpn 1m «irfaces des deux autres séries, p. 3a3 
Équations (III) aux différentielles partielles du ^rmlor «ccin: ^ qui upn'ment cette 
condition. 3a^ 
Théor£me. On peut concevoir une iitfinité de systèmes composés de trois séries 
de lignes trajectoires orthogonales , et tels tpt'à partir Je chaque point d'un de 
tes lystimesj si ton conçoit 1°. les trois lignes trt^ectoires passant par cepointy 
a", toutes les autres lignes trajectoires qui les rencontrent, on va former ainsi 
trois surfaces qui se couperont à aagU droit aupoint que l'on considères mais 
q\d , à tme ^tancejitùe de ce point , ne se couperont pbu à aagU droit , ^ 3a5 
Par conséquent, ponr toutes ces sur&ces, les équations différentielles du 
premier ordre 011) pourront 6tre satisfaites, sans que la condition d'orthogo- 
nalité qu'elles expriment ait lieu pour les intersections des smrfaces trajectoires,, 
au-delà du point où l'on s'était placé sur trois surbces k angle droit : c'est 
donc l'extension de vette condidon d'ovtbogonalîté , anx pointa sniyans , qu'il 
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s'agit d'exprimei ; et c'est à qnoî notu parvenons par le moyea des équations ¥■« MÉMORB. 
aux différentielles partielles du second ordre. 

Art. n. Des condîtioas d'orâiogonalîté ou d'ortliotomie , exprimées par des équa- 
tions aux différentielles partieUes du second ordre, p. 3a6 

Comment on «qinnie qu'eii s'ftvançant înEniment pen sur la normale d'nne surface 
de la première série , par exemple , les deux sur&ces de l'autre série, qui passent 
par le point que l'on considère , se coupent toujours à angle droit , p. 3n6 è. Zvf 

En marchant ainsi snccessiTement sur les trois nonnales aux trois surfaces qui se 
croisent à angle droit en mi même point, on obtient trois équations aux différeit' 
délies partielles du second ordre. Or , la coexistance àe ces trma équations exige 
que clucune se décompose en deux parties ; et les nouTelles équations qu'on ob- * 

tient ainsi , au mojen d'une simple transfonnatioQ > sont précisément les équations 
aux tangentes conjuguées des trois surfaces ; mais, comme les surfaces sont suppo- 
sées se couper i angle droit , ces tangentes conjuguées sont orthogonales , et par 
conséquent elles appartiennent aux lignes de courbure respectives des surfaces 
trajectoires orthogonales, p. $37 à S3o 

De là résulte la démonstration analytique du théorie énoncé dans le Mémoire 
précédent, p. 33a 

Aai. m. De* surfaces déreloppables trajectoires orthogonales des surfaces quel- 
conques, P- 33» 

Théorème. Qitels tfw soient Us systèmes de trajectoires orthogonales dans les- 
quels ent/e une surface donnée, toutes Us courbes de trajectUm tracées sur elle 
par /« surfaces êrs /leiix groupes étrangers à celui gui la contient; ces courbes, 
disons-nous , sont constamment les mêmes ,' et par conséquent elles ne dépendent 
que de Ut nature de la surface donnée , p. 33i 

TaÊOBËHE. Si les surfaces d! un des groupes sont développables , et c'est ce qu'on 
peut toujours supposer, les surfaces d^un second groupe sont aussi développables , 
et ^Im se coupent à angle droit , suivant les.itormaîet des surfaces du troisième 
groupe, p- 33i à 339 

D'après ces résultats , il serait £ici1e de dédiûre tonte la théorie des lignes de com*- 

- bure, comme une sâmple conséquence, du diéorima général qui sert de base à 
cette seconde «action , p. 333 

Le système complet de ^is séries de snfooes trajectoves oiAngosales ae fait pas 
seulement ccmnaitre les rayons de courbure de la surface , il fait coimaSare les 
4eux combùres de ^que tijue & oombure. — Utilité de cette connaissawe , 

p, 333 & 334 
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• HÉMOlBf. NOTES PRINCIPALES DU CDfQVIÈME KÈHKfOE. 

NOTB I qui se rapporte à la page 3o8. 

Pvopà^ des lignes de comitm de* «luftcea ia second degré par rapport k leur 
prôfeotion ^ur ha plvu prmcipatix. De la ^<^ectwn de ces bgaes de courbure eu 
génital ,- p^ 355 

ThéORËhe. Pour une surfvte du second degré quelconque, chaque ligne de cour- 
bure, projetée sur un plan principal, est la section principale ou la base June 
nouvelle surface du second degré telle que toutes tes lignes de courbure ont potir 
prt>jection, sarie mime plan principal, la prcjection même des lignes de courburt 
de ia première surface , 
Ce premier âiéorlme eat analytiqneraent démontré par ce second théorème généra- 

leattDt ^plicaMe à toutes les surfaces du second degré : 

Tni.O&tii.'Ê.. L'équation qui fait connaître les axes des lignes de courbure projetées 

sur te plan principal desx, y., est identique avec réquation qui fait connaître 

les axes x et y des surfaces du second degré auxquelles ces mêmes projections 

appartiennent, p. 33? 

Ces propriétés des surfaces du second degré sont liées à des profHÎétés de l'étendue 

■ plus générales , ■ p. ^ 

Théorème, Lorsqu'on se domu sur. un plan les projections des lignes de courbure 

dune surface, si tan te dorute en outre un seul point de la surface inconaue, et 

une droite tangente en ce point à la sutface, «Ua est entièrement déterminée, p. 358 

Note n qui se rapporte à l'art. lY- 

De- la génération des lignes de comlnire des smfaces do 9econ4 d^^ré par un 

mouvement continn , p 333 

DémoTUtTAtion analytique . de la géuéraCiiM de» surfaces de ce degré , énoncée 

page 3a> prenùar lU^noire, et page aS^ quatrième Mémoire. Dans le cas où 

les trois: plans directeurs se coupent à angle droit, et sont pria ppur plans 

CAOPdomiét , 'p. Sg à 34* 

ThéMLÊME. QuaadJepoâUgéÊératear décrit mut Ja surface ua«eauiMqtd,pro- 

■ jetée sur un plan principal, est une courbe du second degré tymétrique par 

' fdpportaux axes de la surface, la droite mobile qui dirige ce point générateat 

troresurle même plan principal, une courbe aussi du second degré, et pareille' 

mmt symétrique par rapport aux axes de la surface , p- 34^ 

TSÉOSËME. Telle doit donc être la trace de la droite mobile sur chaque plan 
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principal, lorsque le point générateur décrit une ligne de combure de la surface 
du second degré. 

Démonstration générale de la descTÎptioii des attr&ces du second degré par le 
jofijea d'une droite mobile dont trois pointa fixes s'appuient sar trois plans . quel- 
conques , , P- 34^ 

Théorème. Pour une seule et mffme surface du second degré , il existe toajoiirs 
une infinité de ces systèmes de plans directeurs à faide desquels la surface 
peut être décrite par un point convenabltment placé sur h droite mobil&dont 
ils dirigent le mouvement, * p. 34a àS46 



FIN DB U TABLE Vt t^ SECONDE SECTION ET DE LA THEORIE; 
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